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CALCUL INTÉGRAL. — Sur ks intégrales multiples. 
C. R., t. XI, p. ioo8 (21 décembre 1840). 


Parmi les méthodes qui peuvent être employées à la détermination 
des intégrales simples ou multiples, l’une des plus fécondes est celle 
que j’ai appliquée à la détermination et à la transformation des inté¬ 
grales simples dans la première Partie d’un Mémoire présenté à l’Insti¬ 
tut le 2 janvier i8i5. Cette méthode consiste à remplacer, dans une 
intégrale donnée, relative à certaines variables x, y, z, ..., un facteur 
de la fonction sous le signe / par une intégrale définie, choisie de ma¬ 
nière qu’après ce remplacement les intégrations relatives aux variables 
x,y, Z, ... puissent être facilement effectuées. On doit surtout remar¬ 
quer le cas où l’un des facteurs de la fonction sous le signe f est une 
puissance négative d’une autre fonction. Souvent alors, pour rendre 
exécutables les intégrations relatives k x, y, z, ..., il suffit de rem¬ 
placer les puissances négatives dont il s’agit par une intégrale eulé- 
rienne de première espèce. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 
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Coiisidcrous une intégrale multiple s do la forme 

(i) = l I 


P, Q étant des fonctions réelles ou imaginaires des variables a 
s, ... et s une constante positive, ou même une constante iinagii 
dont la partie réelle soit positive. Désignons d’ailleurs par r(.y), 
M. Legendre, l’intégrale eulérienne de première espèce 

rc^-o-‘dc. 


Si la fonction Q, ou du moins sa partie réelle, reste toujours po.‘ 
entre les limites des intégrations relatives aux variables x, v, ï, 
on aura 






et, |)ar suite, 

(■>, ) s -- I I f ''' f a~'i'. . .dx dy dz. . .(h. 


Concevons maintenant que, P, et Q, étant des fonctions de la seul 
riable x, et Q,, des fonctions de la seule variable y, P„, et Q,„ des 
(ions de la seule variable z-, ..., on ait 


'•■i) . P-P, P J*,,... Cl q = ()^+0„+0.-k... 

Alors, ('U [)Osant, pour abrégiu’. 

Il y Ji\,e dy, W= 1* dz, 

on tirera de la formule ( 2 ) 

r.. .dt. 


Donc alors, si l’on peut obtenir en termes finis les valeurs de I 
W, ... considérés comme fonctions de i, la détermination de 1’ 
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grale multiple § se trouvera réduite à la détermination de l’intégrale 
simple 


X 




Si l’on supposait la fonction Q liée aux fonctions 

Q/) Q//) > 


non plus par la seconde des équations (3), mais par la suivante 
(■>) Q = I ■+■ 0^/-+• • • J 

alors, au lieu de la formule ( 4 ), on obtiendrait celle-ci 

(6) r ■ 

^ (.*) Jd 


Première application. — Supposons 

P = x’y”' s”... ... et Q =1 1 + ax -t- S/ -i- y ; . ... 


/, m, n, ... désignant des nombres entiers, et a, 4, c, ..., a., ê, y, ... 
des constantes réelles ou imaginaires; en sorte qu’on ait 


(7) 



y'" 6^". 


) 


dx dydz.... 


Supposons d’ailleurs, pour fixer les idées, les intégrations relatives aii5; 
variables 33 , 7 , .s, ... effectuées par rapport à a?, à partir d’une certaini* 
origine œ — l,-, par rapport à y, à partir de l’origine y = 7 ;; par rap¬ 
port à -, à partir de l’origine = ‘C.Enfin, concevons que, dans le 

second membre de la formule ( 7 ), la fonction 

offre toujours une partie réelle positive; ce qui arrivera, par exemple, 
si, les deux limites de chaque intégration étant des quantités positives, 
chacune des constantes a, ê, y, ... acquiert, ou une valeur positive, ou 
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une valeur imaginaire dont la partie réelle soit positive. On trouvera 


o{a--yLt)x 


et, par suite, 
( 8 ) 8 = 


dx — Df, ^-, 

“ a ~at 


" g{a—a.t)x _a()? g(l>-ët)y _ê«)Y) 


a — oct 


ù — 6 t 




On se trouve ainsi amené à cette conclusion remarquable, que la fonc¬ 
tions de x, J, -, ..., représentée, en vertu de la formule (7), par une 
intégrale multiple, peut être réduite à une intégrale définie simple re¬ 
lative à une nouvelle variable t, quelles que soient d’ailleurs les va¬ 
leurs attribuées aux premières variables a?, y, ... ou à leurs origines 
l, T,, Z,, ..., pourvu que la somme 

r -<r ccx -+- B y -t- y -I-..., 

OU du moins sa partie réelle, reste positive entre les limites des inté¬ 
grations. 

Si, en attribuant aux constantes a, b,c, ... des valeurs négatives ou 
du moins des valeurs dont la partie réelle fût négative, on supposait 
chaque intégration effectuée, dans la formule (7), entre les limites 0, 
ce , on trouverait 


U = DÎ, = —-—— 

V, 

et, par suite. 


(xt — 


(9) S: 


T ( / -H I ) T ( — H i)r(/i“}-i). •. 

: __ 


J n 00 

0 


f^-'c-^dl 


t — ay+\^t—b) (7 i — C-) . 


Enfin, si dans les formules (7) et (9) on remplace /, m, n, ... par 
/ — I, w — I, n — r, ..., et <2, è, c, ... par — a, — h, — c, .. ., elles 
donneront 


(10) 


00 00 


y//i—1 ^~~ax Q~ày Q—cz 

------- ‘' dx dy dz.,. 

/o»^o*^o ' ^ ^ y * * * ) 


- r(^) 


p. ea 

i 


t^-'^e-^dt 


-+-xty{b H-ê<)"‘(c-hyf)". .. 
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Cette dernière formule subsistera toujours, d’après ce qu’on vient de 
dire, quand, l,m,n, ... étant des nombres entiers, a, b, c, ..., a, ê, 
Y, ... désigneront des constantes positives ou même des constantes 
imaginaires dont les parties réelles seront positives. Ce n’est pas tout : 
on verra dans un instant que la formule (lo) peut être étendue à dos 
cas où les exposants /, m, n\ ... ne représentent plus des nombres en¬ 
tiers. 

Deuxième application. — Supposons, dans l’équation (i), 

1 ‘ = -'1-1... e-^‘y ... et Q = i -h kj? -l- Sj + y- -v-..., 


/, m, n, ... désignant des constantes positives ou même des constantes 
imaginaires dont les parties réelles soient positives; et prenons d’ail¬ 
leurs pour limites des intégrations relatives à chacune des variables x, 
y, Z, ... les deux quantités 

O, 00 , 


en sorte que l’on ait 


n oo yiCt 


/O ,/o .^0 


On trouvera 


Jn 


dx : 


r(0 

{Cl c(.tŸ 


ef, par suite, on tirera de la formule (G) 


( 12 ) 


r(or(7n) r(/i)... c' _ _ 

r(.v) j„ (a + ai)'(^ + 60"'(c + y0'‘--- 


Donc la formule (lo) subsistera certainement, pour des valeurs réelles 
ou imaginaires des constantes 

l, m, n, ..., a, b, c, ..., ex., 6 , y, •••, 

toutes les fois que ces constantes ou leurs parties reelles seront posi¬ 
tives. 

Corollairel. — Si, dans ta formule (lo), on réduit les variables x,y, 

OEuvres de C. — S. I, t. VI. 
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à uiu' S(!ul(‘, el si l’oti |)()S(>, (U^ [)lus, a =. r, ou (l'oiivci’a 

j;!'' /--iiii.:' 

CM a:.'-)-' l C.S-) CI -I-j:/)' 

Donc, ('U ('‘crivanl /’aii lion do /, ol.r au lieu (h^ /, on aura 


( I :i ) 


i'I/-) 



(r f :f.a'Ÿ 


(Lr ■ 


lU'').',, c-l-«:./•)'• 


UolU' (loruüua' Idrimih'., (jui dovioul id('.ul,i([uo, dans lo cas oii l’on 
[nanid s r, (*sl, iirôoisôinoni rnno do colli^s anx<[uollos j’ôlais parvenu 
par la inolliodi' oi-dossus l'xposôi* dans 1 <^ Mémoire du 2 janvier 1810. 
On pourrait do cotte formule en déduire plusieurs autres dip;nes de 
remarque, ('u diHérentiant l(“s deux uu'tubn'.s uiui ou plusieurs Ibis di* 
suite par rapporta r. la's nouvtdles intéj^rah's, comprises dans les for¬ 
mules ainsi ohlcuues, si'raiimt l(‘s dérivées ridalivi's à/• di's intégrales 
comprises dans la formule (1'»); el, pour passiu' des unes aux autres, il 
sullirait de niulliplicr une ou [ilusimirs fois de suite la fomUiou sous 
le si^ne /' pai' If.r) ou |)ar Iji 1--/..e), la lettre c.aractéristiqui' 1 
indiiiuanl un lof^arillimi' népérien. 

I,a Ibrmule (idj, et cadles (jm^ l’on mi déduira par des dillermitia- 
lions relatives à /•, subsislm'onl certaineuKuit toul(‘s bxs fois ((U(i b's 
constantes r, x idlVirout d<!S valeurs [lositives, ou des valeurs imap,i- 
iiaires dont U'S [larties réelb's seront [lositives. 

Coroi/airr IL Si, dans la Ibrmub^ (10), on réduit à zéro les con¬ 
stantes a, h, ell(‘ donnera 


(>.i) 



.r' l 1 

1 X.r I €.r \ y 


1- 


. <l.t: (ÏY dz . . . 


l'(/l I'( »') t'(// 1. . . rt.v - / ■ ni ~~ n I 

t’(.s') ' G"' 


U(Ht(! derni(‘re équation sidisistera <‘erlainement lorsque 


■t, l, lit, n, X, 6, y, ... 

seront, ou des constantes (msitives, ou des constantes imaginaires dont 
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la partie réelle sera positive, et que la partie positive de la constante .v 
surpassera la partie positive de chacune des constantes /, m, /?.... Si, 
])oiir fixer les idées, on prend 




on trouvera 


■I, 


rrr 

*^0 




— dx dy dz 


_r( /) r ( /M ) r ( « )... r (.ç — i—m — n —... i 

L’équation (r 5 ) est l’une de celles auxquelles est arrivé M. Binet dans 
sou Mémoire sur les intégrales eulériennos. Cette même équation, de 
laquelle on déduit aisément la valeur de l’intégrale 


^00 rt -Xt ^ c 
0 «^0 «^0 


dx dy dz. 


( l-H x -t- H- 4 -.. . ) 


ne (lifl'ère pas au fond d’une formule que j’avais obtenue dans le temps 
de mes premières recherches sur les intégrales définies. Je la retrouve 
sous diverses formes, non seulement dans un cahier de cette époque, 
mais aussi dans l’un de ceux sur lesquels j’écrivais les Leçons que j’ai 
données au Collège de France. J’étais parvenu à transformer l’inté¬ 
grale multiple qu’elle renferme en un produit d’intégrales eulériennes 
(le seconde espèce, c’est-à-dire de la forme 


f. 


dx 


^0 

(‘Il remarquant, par exemple, qu’il suffit de poser successivement 


-j)(t' 


el 


(n-.r)c, 


|)our établir l’équation 

, oo «O 

I jo J a Jo 

(iG) 


yin-l -ri-i dj. dy dz 


j ç » „,H_i dw r ” e'»-* dy r “ d x 


m-n ’ 




1-i 
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('(. celto remiiniun ni’avail, lail d’ahoial ('spéiaM' qu’on pourrait tirer de 
la roriuuh^ (i5) des relations nouvadles entn' h's d(uix t'spi'ees d’inté- 
^u'ales euléri('nnes. Mais e(‘tl(! ('S|)éranee lU' s’('st pas réalisée. J’ai pu 
s(‘uleiuent, (oi [larlant de la roriuule (iT»), arriver à des r(dations (pie 
l’on sait exister (uitre les iidéj^rales eulériennes de première et de 
seeondi' es[)èe('. Ainsi, en particulier, si l’on l'éduit les variald(“s 
■r, c,.à une seule, et si l’on remplace la lettre / [)ar la lidlre /•, on 

reviimilra de la rorinule (lo') îi l’injuation d(\jà connue 

r ' ,e" ' (Lr r(/-ir(.v /■) 

(rm>l(‘ résumé des Le(;ons données à rKeide Didyteeiiniipn^ sur le Cal¬ 
cul iuünitésimal, [). Ch). Dans le cas où l’on prend .vi, l’écpia- 
tion i i(’)) s(‘ transforme, eoinme on 1(( sait, en la l’ormuh' 


r(r)l'( 


e) 


SU» t:/’ 


(pie l’on p(‘ul encore éerin' comme il suit : 

(iK) l'd i /■]!’( I /•) 


D’aillimrs ce (pie nous avons dit précédemment suflit pour prouver 
(pie l’on [leut, dans les éipiations (17)0! (i8), attrilmm* à r, non seule¬ 
ment des valeurs positives, mais encore des valimrs im affina ires dont 
les parties riùdles soient positives. 

Si, dans l’inpiation (18), on posi; en [larlieuru'r 


/• it\ I, 

Il désiffnaiit une quantité réelle, cette éipiation donnera 


(mD 


IC"' 


r.os(fi I.r) (Lr 


I 


(; I.r) f/.r 


t: ( 


11 est 1)011 d’ohsi'rver que, pour revenir de l’équation (lo) à l’éipia- 
tion ( r ^1 ), il suffirait de remplacer .r [lar a.r, y [lar êj, 3 par ys,- 
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J ajouterai que des transformations semblal)les à celles qui nous ont 
conduit à l’équation (i6) fournissent, comme l’on sait, une formule de 
M. Dirichlet, analogue à l’équation (r 5 ), et d’autres formules du même 
genre, que divers géomètres ont obtenues en prenant pour point de 
départ celle de M. Dirichlet. 

Troisième application. — Supposons que, dans la formule (T;, on 
prenne 

D = <?(■») et Q=[i_(3:j:4-Sj- + y;4-...)y/irTJ, 

a, fj, y, ... étant des constantes positives, eto(.r), -/(v), 'y(s), ... des 
fonctions l'ationnclles, réelles ou imaginaires, mais tellement choisies 
que les produits 

rz(j). ••• 

s’évanouissent pour des valeurs infinies de x, y, _ Si, d’ailleurs, 

on suppose les intégrations effectuées par rapport à chacune des va¬ 
riables X, y, Z,- ... entre les limites 


— 00 , -h 00 , 


la valeur de l’intégrale multiple S, déterminée parla formule (i), de¬ 
viendra 


;o,o)-s=r f f 

ty . 00 — 00 — c 


9 (-g) z(.>'') ^(-)- 


[i — («j;-1-ê/y--1-...) V-I} 


dx dy dz .... 


Mais alors, en adoptant les notations du calcul des résidus, on trouvera 


ü=r ra(j5) rfj; = 2Tîy/—I ^ i )), - 

Donc, si l’on nomme k le nombre des variables x, y, ..., la for¬ 
mule (6) donnera 

(O,) .s - f 

’ r(.s) -»*■' -«0 

■ et, si dans l’équation (ai) on effectue l’intégration relative à f, on tirera 
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i'i 

iW r(^l(t‘ ('‘(|uuti()ic joiiUe l\ la lorniul(‘ (20), 


( jo » ^ 




-V») ' 


I 


I 1 [x.r -I ■ £,r i-y ;...) V ' l' 

((V(,r; /(r) 


jr jT Ofi » 

« Il ' Il |i - • -I-Sj"- 1 - 7 - -h -. . ) \ -1 I ' 


l,’(■•(lua(i()ll (‘((uuiK' loulcs l('s ('(mations iinaj>inaines, s(^ (U'icoin- 

poscra doux antia's, (|ni (dnniiconl l('s val('(ii's r(''('ll(‘s 

(If deux inl(''f;ral('S iiuiltiph's. Ian'S(jn(' h's Ibnclions 

'l/l;), ... 

(lc\i(’n(lcoHl r('('ll('s, ainsi (|n(! l’oxposant. s, ('('s (h'nx inU'^i'alcs nuil- 
liplcs seront, les denx snivanl(‘S : 


•' /*' 9 (.;■)•/()■)'j/t;)... eiisj.van', lan^'( 3 t.r I ce i yc l-...)| 




t'/.r (/)* f/z 


I IM. a.r I cy I y ^ 1 


i‘î 




■' vi-' l y.l.i'). .. siiil.vare laiiKfi^'/' I = »’ I I •••* I 
[lit x.r 1 6,>- t y 5 l ...)■■' 1 ‘ 

Si ['(tn Knlnil les variables .r, _r, 3, ... à nin' s('nl(', la (brmnl(! ( aa) 
donnera siuipb'iuenl 


■ ^ » i I Xt\ Il 


■ P ((y (./•))) 

■’-^V. 


(i ■ x r \ I )' 


la)rs(jne la Ibnetion 9 -v 1 (‘t la ([nantit(’i s s('.rout r(’*.('ll('s, Ibnjnation ( ai) 
fonrnira ('ii nnnne tenn»s les vah'iirs dos d('ux inü'îf^rales 

yt.r) edsl.vare latiKa.r) siii(. v arc, tatiKo:./ ) 

•' « (I , •' ” (i hx'^-.f^)- 

Si, ponr (ixer les i(l('‘es, on pn'nd 


o(,r) ----1 

' I • h . 1 - 
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la formule ( 23 ) donnera 

(2,1) r_ 

.d-,(i 


(i+a)'’ 

puis on en conclura, si l’exposante est réel. 


( 25 ) 


i: 


ens (s nrc tanjîa.r) 

( r + ) ( i - 1 - X" ) ' 


du: = 


{l-i-u/ 


Au reste, on prouverait aisément que la formule (24) n’est pas altérée 
(luand on y remplace le binôme i — — i par le binôme i + a,r y — 1 ; 

('t cette remarque entraîne dans tous les cas l’équation ( 25 ). Cela posé, 
rien n’empêche d’attribuer à s dans la formule (26), aussi bien ([ue 
dans la formule (24), une valeur imaginaire dont la partie réelle soit 
positive, ou même nulle. 

Si, dans la formule (2.3), on pose 


.s—ey/—I, 


/• étant une quantité réelle, on obtiendra deux nouvelles formules, 
savoir, 



^ r a l'c ta ng oljc ^ - r aro ta ug ciac j 




dr 

1 -t- Jé'- 


COS[/‘ 1 (^f -f- ) I 


(‘t 



^rarc Iting OCX _j_ -rare Lang OCX 


) siü 



(Ir 

I — JC" 


7 :siii[/*Ui -h a) |. 


Si Ton (lilTérentiait une ou plusieurs fois de suite les équations ( 2]'), 
(25), par rapport aux quantités a, on obtiendrait de nouvelles foi- 
mules, par exemple la suivante : 



cofif.ç arc (ani^a.r) 

( I •Z’") ( I -+- ' 


1 ( I H- a- X -) dx z=L 


2 77 i ( I -f- CC ) 

(I -r ■ 


On pourrait encore déduire du principe général rappelé au commen¬ 
cement de cet article, les valeurs d’un grand nombre d’autres inté- 
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g-rales définies simples ou multiples. Parmi ces intégrales, on doit 
<lîstinguer celles qui se trouvent déterminées dans le Mémoire déjà 
mentionné. 

Dm terminant cet article, nous ferons une observation qui n’est pas 
sans importance. Les formules auxquelles nous sommes parvenus 
subsisteront généralement, sous la condition que les valeurs des inté¬ 
grales qu’elles renferment demeurent finies et déterminées. Elles 
pourront se modifier, si cette condition n’est pas remplie. Mais, pour 
savoir ce qu’elles deviendront dans ce dernier cas, il suffira ordinaire¬ 
ment de recourir aux principes que j’ai établis dans mes divers Mé¬ 
moires sur la théorie des intégrales définies, par exemple, de réduire 
les intégrales définies qui deviendront indéterminées à leurs valeurs 
principales, et de remplacer les intégrales qui deviendront infinies par 
d’autres intégrales du genre de celles que, dans le Mémoire du 2 jan¬ 
vier i 8 i 5 , et dans les Exercices de. Malhématiques, j’ai désignées sous 
le nom à'intégrales définies extraordinaires. (Fojrle Volume 1 des 
JEæercices de Mathématiques, p. Sy.) 
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Mécanique céleste. — Méthodes pwpres à simplifier le calcul des 
inégalités périodiques et séculaires des mouvements des planètes. 

C. R., t. XII, p. 84 (il janvier 1841 ). 


Le calcul des perturbations des mouvements planétaires dépend, 
comme l’on sait, du développement d’une certaine fonction R, appe¬ 
lée la fonction perturbatrice. Déjà, dans les Mémoires publiés à Turin, 
en 1 83 1 et r 832 , ainsi que dans les Comptes rendus des séances de VAca¬ 
démie des Sciences [voir les n“ 1 1 et 12 du second semestre de x 840) ( ' ), 
j’ai donné des formules qui permettent d’obtenir directement le coefti- 

(i) ÔEiwres de Cauchy, S. I, t. V. — Extraits n°“ 9S, 96, p. a88-3i i. 



EXTRAIT N» 113. 17 

cifent d’un terme quelconque correspondant à une inégalité donnée, 
dans le développement de la fonction R, en une série de sinus et de 
cosinus d’arcs qui varient proportionnellement au temps. Mais la con¬ 
vergence de cette série est assez lente; et comme, par suite, le nombre 
des termes que l’on devra conserver dans le développement de la fonc¬ 
tion perturbatrice R est très considérable, il importait de réduire la 
détermination numérique des coefficients de ces mêmes termes à la 
recherche des développements de R ou d’autres fonctions en séries dont 
la convergence fût plus rapide. Or, pour atteindre ce but, il suffit de 
développer d’abord la partie de R qui correspond à deux planètes en 
une série simple, ordonnée suivant les puissances négatives de la dis¬ 
tance qui séparerait ces deux planètes, si les plans de leurs orbites 
coïncidaient et si le mouvement elliptique de chacune d’elles se ré¬ 
duisait au mouvement circulaire; puis, de développer les coefficients 
des puissances négatives dont il s’agit en séries de sinus et de cosinus 
d’arcs proportionnels au temps. Après ces deux opérations, la fonc¬ 
tion R se trouvera représentée par une série multiple dont les divers 
termes seront précisément de la forme qu’a indiquée M. Liouville dans 
son beau Mémoire du ii juillet i 836 , en sorte qu’on pourra immédia¬ 
tement faire servir les fonctions elliptiques au calcul des perturbations 
planétaires. Ajoutons que de cette série multiple on passera facile¬ 
ment à celle qui représente le développement de R uniquement or¬ 
donné suivant dos sinus et cosinus d’arcs proportionnels au temps, 
attendu que le coefficiént de chaque terme dans la seconde série se 
trouvera exprimé par une fonction linéaire des coefficients de divers 
termes de la première. On voit donc combien il était à désirer que Ton 
pût disposer les calculs qui doivent conduire à la première série, de 
manière à les rendre facilement exécutables. Cette condition se trou¬ 
vera effectivement remplie si l’on suit la marche que j’exposerai ci- 
après. 
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A.vai.ysk. 

§1. — Considérations générales. 

Soient 

m, m' les inassc.s des deux plaaèUîS; 
r, /'leurs distances au centre du Soleil ; 
t leur distance luutiu'lle; 

^ l’anghî sous lequel cetUi distance est vue du centre du Soleil. 

Dans la /ô//r/w/i pe.rlarhalricc R, relative à la |)lanète ni, la partie cor- 
respondanle à la planète né sera 

;/?'/• . 

(‘OSO • — ^ 

" X 

eu sorUï que l’on aura 

,, //)'/• .. m' 

(1) U .. -”7- coso-1 ...■■• — 

/* ^ V. 

la valeur de x étant 

1 

1 '() V (/•= - '.Kvr' eosiî I- 


Soient d’ailleurs, dans les ellipses osculatriccs descourhes décrites par 
l<\s planiites m, né, 

p, [é les longitudes de ces planètes; 

d/' leurs anomalies excentriques; 

7 ', T leurs anomalies moyennes; 
a, a' les demi grands axes; 

Z, Z les excentricités; 

CT, ct' les longitudes des périliélies; 

v, v' les instants des passages des planètes m, m' par ces périhélies, 
lünlin, M étant la masse du Sülijil, posons 


(' r; 


M ~\->ny 

7 r' ) 


(U + m'y 

V ■ ; • 


J 



EXTRAIT N» 113 . 19 

Les anomalies moyennes T, T seront liées au tempsi par les équations 
linéaires 

T=c{c-r), r = 
et, si l’on pose encore 

les équations du mouvement elliptique de chaque planète seront de la 
forme 


( 3 ) 


= a(j — e cosij;), 


( 4 ) 


COS(/> — 5T) = 


cosil; — £ 

1 — £ COSlIj’ 


sin(jo — 5 t) = 


X sm'ji 
I — £ COS(L ’ 


A étant une fonction implicite de T, déterminée par la formule 
(. 3 ) ^}J — EsiniJ; = T. 

Ajoutons que, si, en nommant I l’inclinaison mutuelle des plans des 
deux orbites, on prend 

,I J 

a=:COS--, V = Sin2-, 

^2 2 

on aura 


(6) cos 5 = P cos(jo'—/> + H) H- V cos(/3'-i-jo 4- <ï>), 

II, <î) désignant deux constantes qui dépendent des positions de ces 
mêmes plans. 

Cela posé, pour déterminer les diverses inégalités périodiques ou 
séculaires, produites dans le mouvement de la planète m par l’action 
de la planète m', on devra développer, suivant les puissances entières 
des exponentielles trigonométriques 

les deux termes qui sont proportionnels à m' dans le second membre 
de la formule (i), c’est-à-dire les deux expressions 

mh' ^ m' 

—TT cos O,-) 

r - V 
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on, CO (jui roviont au aiônio, hïs doux Ibno.tions 

D'aillours on tiiHU’a (l('s o({uati()n.s (d) oL (/| ) 

~- rrr) , - s, ^.sin(/> irr) -• x.siir}/, 


l't, [>ur suite, 




' /' n.'v’l 

a 


(i 


- • £ — Z sin'[/^ i ; 


puis on o<»uolura dc's Ibi’inulos (dj ol(Hj 


I 


>1 

^.1 11 n t n .v’ » 


.. .j 

/.'sio'yv' 

• 1) ■ 

£ 

7 Niir|> V 

‘ 

1 ili PîsR'iv- 


ê'~* 

■/' siu'|/'v' 


€ i 

: zsiîl'j/^ 

I 

■ 7 

[ M f ra' y' i 

((‘(JS'J/' 

s' 1 


1 ) (cKS'i/ ^ 

£ 

i z.sia*}/^ 

'î 

! J f. i*î» » rj ♦ r.r'*v^ 


£ 

V.' siir}-\' 

ij (cos'J/ 

£ 

Z siu*}/^ 


Eatin, si» mi upportunl una lagîn'e macliUcation aux ïiatalions ri-(l(‘ssus 
ailiïiises, afm de siiupliüer riH|uation (9)» on représeale par 

11 I rrs - < 1 > trr 

les ihaix et)üstantes jus(}u 1 ei représ(‘ntées par II (d. les écjuatioas (Cij 
(d (9) cleviendraat 

|J0| coso ;i.ec>s(// ■ xn'--/t l’W | 11) H v (‘os (//-■-’/^ - rrr »i <!») 

id 


ni) 



eoso 


I « ((M)S*y - l' I z/siü’j^\‘' •l)((‘OS'|; 

I» îlv/ g' y/siïryV ~ï)((*0S'{> 

ï ((*os*y s' I-z/sai»|>\^^—I ) 

*(cas'{^n ■ e'-... 7/j)(cas'|/ 


6 /. Nia’I^v * 

£ I zsia'I^V ^ 

£ I xsia^]/V' * 

£ ' 7 . I 
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Or, eu égard aux formules (2), ( 3 ) et (11), les quantités (7), dont la 
première est égale au rapport 

rr' cos 5 
-Tîi—’ 

pourront être immédiatement exprimées en fonction des anomalies 
excentriques 

Cl 'Y 

et développées en séries qui soient ordonnées suivant les puissances 
(‘utières, positives ou négatives, des exponentielles trigonométriques 

ou i)icn encore en séries qui soient ordonnées suivant les puissances 
entières, positives ou négatives, des exponentielles trigonométriques 

gïV=7^ gï'v'—_ 

D’ailleurs, la recherche des développements de la seconde espèce 
[tourra être réduite au calcul de termes contenus dans d’autres déve¬ 
loppements de la première espèce, en vertu des théorèmes que nous 
allons énoncer : 

Tiikouème I. — Soit a une fonction de la variable A liée à la variable T 
par r équation ( 5 ) et n une quantité entière positive ou négative; le coeffi¬ 
cient a,; de _ 

dans le développement de a en série ordonnée suivant les puissances en¬ 
tières de sera en même temps le coefficient de 

dans le développement de l'un quelconque des deux produits 

(• I _ £ cos 4/ ) 8 - y : D4,8, 

ny — I 

en série ordonnée suivant les puissances entières de é^'^~'. 
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Démonstration, — En effet, si Ton pose 

le signe 2 s’étendant à toutes les valeurs entières positives, nulles ou 
négatives de n, on en conclura 

(12) 

puis, en intégrant par parties, 

f 2‘n: 

n\J—i 


Si maintenant on a égard à la formule ( 5 ), les équations (12), (i 3 j de¬ 
viendront 


(i 4 ) 


I 

27 : 


I 

2 % 


I ( I — E cos 4^ ) a *''' 'l'V^-i 

do 

f in J _ 

—__ p. Kg' 

/iJ — I 


J 4 , 


et de ces dernières, comparées à la formule (12), on déduira immédia¬ 
tement le théorème I. 

Au reste, le théorème I qui se déduit aisément, comme on vient de 
le voir, des propriétés d’intégrales définies déjà employées par les géo¬ 
mètres dans les problèmes d’Astronomie, pourrait se déduire encore 
du théorème de Lagrange sur le développement en série des fonctions 
implicites. 

Corollaire I. — Si l’on pose en particulier n = o, les équations (12) 
et (i4) donneront 



Cette dernière formule entraîne évidemment la proposition suivante : 

Théorème II. — Le terme constant, c’est-à-dire indépendant de l’expo¬ 
nentielle e'^'^\ dans le développement de la fonction » en série ordonnée 
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SLiimnt les puissances entières de celte exponejitielle, sera aussi le ternir 
constant du développement de la fonction 

»(t — COS^') 

en série ordonnée suivant les puissances entières de e'^'^ \ 

Des théorèmes I et II on déduit encore immédiatement ceux que 
nous allons énoncer : 

Théorème III. -- Soient a une fonction des variables A' liées aux va¬ 
riables 7, T' par les deux équations 

et n, n' deux quantités entières positives ou négatives. Le coeffcienl de 
dexponentielle trigonométrique 

Q{nT-\-n'T] 

dans le développement de la fonction a en série ordonnée suivant les puis¬ 
sances entières de 

seru en même temps le coefficient de 

dans le développement de Vune quelconque des quatre fonctions 
(l — £ COS'l;) (t — é cosi];') 

- QTifzf 

n'^— I 

—~ — (i — cos^' J)^ü, 

n\/— i 

-D4;D4,'B 

nn' ^ ^ 

en série ordonnée suivant les puissances entières de . 

Théorème IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le Üiéoréme 
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précédent, le terme constant ^ 0,0 du développement de la fonction y, en 
série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles 

sera aussi le terme constant du développement de la fonction 

«(l — £ COS^Ii) (l — £' COS^') 

en série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles 


§ IL — Développement de la fonction 


r cosc 


La fonction 


r cosà 


pouvant être présentée sous la forme 

rr' c.osfî 


il résulte des formules (3) et ( 9 ) du § 1, que Ton pourra immédia¬ 
tement développer cette fonction suivant les puissances entières de 
si l’on sait développer de la même manière un quelconque 
des quatre produits compris dans la formule 


(cos^^- 




COSt];'- 


• e' zt 7. sin^ 




(i — é cost];^)^ 


ou, ce qüi revient au même, si l’on sait développer, suivant les puis¬ 
sances entières de e'^^~\ chacune des deux expressions 


cos ^-"£-i-xsint|>y/ — I, 


cos — £ H- 7 si n 4 ^ \/ — r 
(i — e cos4^ 


desquelles on déduit immédiatement les deux suivantes 
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'■» Himij-raiil scdlcncat le signe de sf^. (),•, si l’on pose d’abord 

^ ^ H COS~ £ -f- X sin^ y/II- 1 , 

011 (i*onv(M‘a 

“.cos'j; + sin^jj 

cl. (‘H vertu du iheorèine I du ^ I, le coef'ticient ÿ„ de dans le 

dév('loppeinent d(‘ la Ibneiion a, se réduira au coefficient de dans 
le <léveloppemen( du produit 

~ (x (’OS'j; ‘h sin^j; — I ) 

(lui iTviiuil. au UKuiHi, au lovine in(l(‘p(ui(laHt de (U^is dé- 
v(‘lop|Muu(‘ul (I(‘ la (buclioii 

~ (x C.OS'j; •[' situ]; i) 


Or, (*oiuui(‘ ou a aénérahuïKuit 


/t î sin '!> y/ 1 ^ V ^’ 1 ) 

~Zj 1.2.../7 


l(‘ si^‘U(‘i: s’(‘l(‘U(lant à louUïs 1(îs val(Hii*s (uitiéiaïs milles ou positives 
(l(‘ /*, si Tou (lési^'U(‘ par 

ô y * /i" 

1(‘ ((U*UH‘ indéjuMulaiil d(^ ‘ dans le développement du produit 

”■! ( £ cos ']>)•/' ( 9. siu V'""— ^ Y y 

ou, (U‘ ((ui rcîvient au imune, le terme indépendant de dans le déve- 
loppcummt (lu produit 


.r' ( æ -h )J ( æ — 


OU aui'a 

rO 


'^n — 2 ( , 1 , /i' ^ 


«)0. 


/OO,-''-’-!-] 


l .9. . . k\9 , 


11 y a [)lus : les quantités entières de la forme sont évidemment 

O/ùii'iTS de C. — S. I, l. VI. 4 
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. liées les unes aux autres par les équations 

/.'.-i -i,y,/.■—I ' 

et, si l’on désigne à l’aide de la notation 

(!)/,■ 


le eoelïicient de x dans le développement du binôme 

(r + .r)‘, 


c’est-à-dire, si l’on pose 


(4) 

on aura 


(l)y= 


Ul-iU..(l-A +i ) 

i ,2.6 ... A' 


- (- O " (/t H- l)/,._ , 






Ajoutons que, si Ton prend /^ = o, la valeur de réduite à sera, en 
vertu du théorënie II du § I, égale au terme qui reste indépendant d(‘ 
dans le développement du produit 

('i — s cos^-j;)« (I — ô cos^^) (cosd> — s H- 7. siivi; v^'~i i 

rrr. [i — J 3(e'W-i )] [(i -j- — 3 4_ __ j, 


de sorte qu’on aura 

(^>) 


Posons maintenant 

_cos4^ — 3 + X sin'j/v^-—I 

Alors, en vertu du théorème I du paragraphe précédent, le coefïicient^?,, 
de ^ dans le développement de la fonction 5^, se réduira au coef- 
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ücieiiî (le « d^ins le développenieiit clii rajijN^rî 

O — i — y. slii’l i — f . , 

< N ) - —J_* ^__ -i^ 

fl — T eijsA i- 

D’ailleurs, si l’on pose, pour abréger, 

__ I — /i __ 3 

‘ E î — y. 

c’est-à-dire, en d’autres termes, si l’on désigne par r, la tangente de la 
moitié de l’angle qui a pour sinus £, on trouvera 

COS'i/— ;/.'siniv — I = —el-v-' I — rt- 'Vv ‘ ' 

‘ ‘ 

I — E COS'L — — ! I — T V ”• 1 I — T e?' \ ~ ^ , 

‘ ‘2r^ ' 

et, par suite, 

cos'i> — 3 -h A’ sin-i^ v' — ^ ‘^■^1 d. d -T 

-.‘_____ “ —^ éf V \ ‘ ■ r_T e V V - ^ , 

(1 — CDSi)- £ ‘ 

Donc l’expression (8) deviendra 

2 T I ' » \ — ^ . f 

* ^ ' I f J Y V I 'i i >1 II V - î ^ 

et le coefficient <i„ de dans la fonction a, se réduira au terme qui 

restera indépendant de e*'-'* dans le dévelopjiemeiit du prceluit 

de sorte que, en ayant égard à la formule 

(, _ i {/t -h lW‘ 

on trouvera 

E ^ 

(A -T~ î) I T ^ ' 

jmiiJ 

le signe i s’étendant à toutes les valeurs entières nulles ou positivo 
de h et de k. 
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Si, dans la formule (lo), on réduit le nombre n à zéro, elle donner 
simplement 

(il) » 0 =O) 

attendu que, pour n — o, le produit ( 9 ), réduit à la forme 

— e'W-' (i — T,e'W-* ) ■ = — (e'W-* 4 - 2t,- t- STi-e^'W-' -f- ... y'. 

ne renferme pas de terme indépendant de l’exponentielle e')''"'': 

§ III. — uSur le développement de la fonction -• 

En vertu de l’équation ( 2 ) du § I, on a 

(1) —2/v'COSO H- 

D’autre part, si l’on réduit à zéro les excentricités £, t', ainsi que l’in 
clinaison mutuelle I des orbites décrites par les planètes m, m', 01 
tirera des formules (3), (4), (5) du §1, 

r — a, P — ro = d/ = Z", 
et 

r'=a', p' — ts'-^'—T'-, 

et, comme on aura 

H- = i> v = o, 

la formule ( 10 ) du même paragraphe donnera 

cosâ = cos l^T' — T’h- H), 
en sorte que l’équation ( 1 ) se trouvera réduite à 

(2) x!’-=a- — 2aa'cos{T' —T'+II)-t-«'C 


Posons maintenant, pour abréger. 



la formule ( 2 ) deviendra 


v 2 = 2 aa'[X- 008 ( 2 "'- r+H)]; 


extrait N" ll:j. 


•i ’ 

et si, dans le cas où chacune des quantités 

î, E. I 

diffère de zéro, on pose 

( 4 ) I-= 2 ««'[/ —cosI T - II) - 

la quantité a restera généralement très petite en même temp-> que 
£, i! , I. Alors aussi iaü''<i représentera la différence entre les deux va¬ 
leurs de X - que fournissent les équations i et 2 , en sorte (pie l'on 
aura 

‘iaa''6 ~ /*-— a--\- r -— a ’-— 2/7‘'cosq -i- rosi T '— 7'— lî \ 


et, par suite, 


(5) 


_ I a f r- 

2 a' \a- 


I a' 


_j_ _ — 

2 a 



-coso — rosi T '— 7’ - II . 

a a 


D’autre part, en posant, pour abréger, 

(6) A = [/. —cos(r--r-i-njf r 
on tirera de la formule ( 4 ) 

(7) A. 

le signe 1 s’étendant à toutes les valeurs entières nulles ou positives 
de 1. Or il suit de l’équation ( 7 ) qu’il deviendra facile de développer ' 
en série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles 

^Tv-i 

dès que l’on aura développé séparément en séries de cette espèce tes 
deux fonctions 

»• et A. 

En effet, supposons d’un côté 


(8) 
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et (l’un autre côté 

•9) 


I .— V J'* Vnr+iiT)/- 1 

6 - --W 6,1 n’ 7 


le signe 1 s’étendant k toutes les valeurs entières de n, ou de n et n' 


on aura généralement 


( lo) 


A^.,= A,„ 


et il est clair que, dans le développement du produit 
le coefficient de 


«0)1. A, 

^(//7’-t-rt’7”) y/ - I 


sera 


uO 


I 


( DlA„ + D), A. D;, A, 


+ K Dl A, 


Donc ce coefficient pourra être considéré comme une fonction linéaire 
des quantités de la forme 

^ji 4 - A-, n'— k ' 


multipliées chacune par un facteur de la forme 

Il est même important d’observer que les diverses valeurs de 

„'ii 

n' - k 

représenteront les coefficients des diverses puissances de dans 

une seule partie du développement de »' en série ordonnée suivant les 
puissances entières des deux exponentielles 

savoir, dans la partie de ce développement qui sera proportionnelle k 
l’exponentielle 

Q[n-\~n')T^ 
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Cette remarque très simple permet (Tobtenir la somme 11 a iTiitli* iln 

théorème que nous allons énoncer. 

Thkorème. -- Posons 

et plus généralement 
(i3) 

et ÿ/l' désignant des fonctions de la seule exponentielle 

gr~T 

Quand on voudra obtenir le coefficient de 

dans le développement du produit a' D> A, U suffira de chercher le coeffi¬ 
cient de Vexponentielle 

dans le développement du produit 

Observons encore que du développement de la Ibnetion a on dé¬ 
duira aisément, par des multiplications successives, les développe¬ 
ments de a-, e'‘, a'. Donc, des diverses valeurs de a„, supposées 

connues, on pourra aisément déduire les diverses valeurs de aj'. 

En vertu de ce qu’on vient de dire, pour réduire la recherche du 

développement de - à celle du développement de a, il suffit de con- 

naitre les valeurs numériques des facteurs de la forme 

D^A. 

M. Le Verrier a donc exécuté un travail fort utile pour l’Astronomie 
en construisant des Tables qui fournissent avec exactitude cos valeurs 
numériques. Il est d’ailleurs généralement très avantageux de substi- 
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A-2 

lîHT au ilfVi‘inp|M‘aifnt (le la l'onction ^ celui de la fonction a, attendu 

que de> d(‘ux séries multiples, produites par ces développements, la 
preiiiii-re emiverp* très lent(‘ment, tandis que la convergence de la 
-.eeonde est polir l'ordinaire très rapide. En raison de cette dernière 
. Hi'on^tanee, on pourrait employer avec succès, pour développer a et 
en séries, ou les formules d’interpolation connues, qui reposent sur 
les projiriélés des racines de l’unité, et que j’ai précédemment appli¬ 
quées à d(*s prohli'ines de .Mécanique céleste dans mon Mémoire de 
i.S'Ef, (ui la muivelli' formule d’interpolation que j’ai donnée en i835, 
un encore celle que .M. Le Verrier a présentée récemment à l’Aca¬ 
demie. .\u reste, on pourra aussi développer facilement en série la 
fonction a, en partant de la formule (5), et ayant recours aux théo¬ 
rèmes étaldis dans le premier paragraphe. Déjà nous avons ainsi obtenu 
le dt've!op|)ement de la fonction 

eosA — 3 -r-xsinA y — i, 

dmjuel on déduira immédiatement ceux des fonctions 

CO s A — ■ ± X siii'y ^ — I, coS'i' — ï'zh -x' sini' \/— i, 
par conséquent celui de la fonction 

/■ /•’ 

-; COSO, 

a a 

déterminée par la formule i,i i) du § II. Or, en elfaçant dans le dernier 
dévett)ppemcnt la portion équivalente à cos(r — T+n), et changeant 
le signe du reste, on obtiendra la partie du développement de a qui re- 

firésente le binônie 

Pour être en état de calculer l’autre partie, ou le développement de la 

sfiïûiiie 
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il suffira de savoir développer l’expression 

a- 

en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de Or 
il résulte immédiatement du théorème I du § I que le coefficient de 

dans cette série, sera le terme indépendant de , dans le dévelop¬ 
pement du produit 

-g-n.ivCrr gnEsin'Vv^ J). | i_ 1. 

«v/-i '\«V 

Donc, puisque l’on a 

= I)4,{i — £cos’!<)-=:: 2£(i — £ cosi) sin'i, 

le coefficient dont il s’agit sera, pour 71 > o, 

(fa) -2 ( Db-,;, 1 , i+i £ 2 4-I-I ) J ^ 3.../1 \^2y 

Ajoutons que le terme correspondant à n = o, c’est-à-dire le terme in¬ 
dépendant de dans le développement de la différence 

/*- 


sera, en vertu du théorème II (§ I), équivalent au terme indépendant 
de dans le développement du produit 

(l — £ COS'-p)^—-(l—- S COS'-p) 

par conséquent à la quantité 

'le". 


Lorsqu’on sc propose en particulier de trouver le terme indépendant 
de dans le développement de la fonction ou, ce qui revient au 

OKuvres de C. — S. 1, t. VI. 
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même, le terme indépendant de dans le développement du rap¬ 

port 

I — s COS’i 
-L J 

V 


il est avantageux de remplacer les équations (4) et (.5) par les deux 

% 

suivantes 

2 aa'[l — cos('V— 'L -+- lï) -+- h], 


X 


F a f r- 
i a' \ a 


l) — ^ coso -f- cos -H II), 

a \a- j aa 


dont la seconde fournit une valeur de y qui renferme seulement les pre¬ 
mières et les secondes puissances des exponentielles 

Alors aussi Ton peut appliquer a la recherche des coefficients renfermés 
dans le développement de ^ une nouvelle méthode d’interpolation fon¬ 
dée sur les propriétés des racines de certaines équations réciproques. 
(Test au reste ce que je montrerai plus en détail dans un autre articles 
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Mécanique céleste. — Sur les variations séculaires des éléments 
elliptiques, dans le moiwement des planètes, 

C. R., t. XIT, p, 189 (25 janvier 1841). 

Soient 

m, rn' les masses de deux planètes; 

r, r' les distances de ces planètes au centre du Soleil ; 

X leur distance mutuelle; 

l’angle sous lequel la distance est vue du centre du Soleil. 
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Soient encore, dans les ellipses osculatriees des courbes décrites par 
les planètes m, m', 

p, P les longitudes de ces planètes ; 

-y leurs anomalies excentriques: 

T, T' leurs anomalies moyennes; 
a, ci les demi-grands axes; 
s, s'les excentricités; 

V), U les longitudes des périhélies. 

Si l’on nomme R la fonction perturbatrice relative à la planète ni, 
(»n aura 

, . 77^'/•COS0 ni’ 

(1) R =- — -H. 

la valeur de x- étant 

(2) v-r=z y'-— ^coso-i- 

Cela posé, concevons que l’on se propose de calculer les variatioms 
séculaires des éléments elliptiques de la planète m, dues à l’action de¬ 
là planète ni. Pour y parvenir, il faudra, dans les équations dififéren- 
tielles qui déterminent ces variations, substituer à la fonction R le pre-- 
mier terme du développement de 

ni 

en une série ordonnée suivant les puissances entières des exponen¬ 
tielles _ 

c’est-k-dire le terme de la série qui sera indépendant de ces exponen¬ 
tielles. On n’aura point à s’occuper du développement de 

m’r cos O 

puisque le premier terme de cet autre développement serait nul 
p. 27 - 28 ); et comme on a^d’ailleurs 

ni' r ï 

-— — m X •- î 
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la question se réduira simplement à la recherche du premier terme 
de la série qui représente le développement du rapport 

T 

'L 

suivant les.puissances entières des exponentielles 

Donc, en vertu d’un théorème précédemment établi (p. 22 - 24 ), la ques¬ 
tion pourra encore se réduire à la recherche du premier terme de la 
série qui représentera le développement du produit 

- (1 — ecoS'\i) (i — s' cos-y) 

suivant les puissances entières des exponentielles 

En nommant I l’inclinaison mutuelle des orbites des planètes m, rn', 
et prenant 

. ,I 

>A=:COS--, V=^Sin--5 

‘ 2 2 

on a, comme nous l’avons remarqué (p. 20 ), 

( 3 ) cosô = [j.c,os{p'—rs' — p -K w -h II) -1- V cos {p' —xs' ^p — ot + ‘l>), 

n, <I> désignant deux constantes qui dépendent des positions de ces 
mêmes plans. D’autre part, si, en raison de la petitesse des excentri¬ 
cités et des inclinaisons, on pose, dans une première approximation, 

= 'J —O, r = a, r'—a', p — -ax — >]^, p'— 

on verra, par suite, la formule (3) se réduire à 

COSÔ COS(y— ij; -H H), 

et l’équation ( 2 ) à la suivante 

V-= 2 afl' [X - cos (y- (j; -h H)], 
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la valeur de 1 étant 

2 \ a a J 

Donc, en posant, pour abréger, 

A = [/.-cos('y-i-t-n)f S 
on aura, dans une première approximation, 

(i) -=(2a’rt'j -A. 


:i7 


Si, au contraire, on veut calculer avec exactitude la valeur du rapport 
on pourra supposer 

4--=2aa^[A--cos('V~6-l-n) -f- «], 

et l’on trouvera, par suite, 


- = (2aa^) — cos('y —+ ", 


ou, ce qui revient au même, 


(5) 


I 



Dl A. 


le signe 3 s’étendant à toutes les valeurs entières nulles ou positives 
de 1. Alors a sera généralement une quantité très petite, déterminée 
par la formule 


(G) 


2 a' 


2 a \ 


^cosoH- cos(6'--'i/ -f-ÎIi: 
aa 


et, comme on aura 

(7) ~ (l — £ COS'I^) (I - t' COS'^) yY - i (l — c’ COSy i 1)>, 

la recherche du premier terme du développement du produit 

~(l —SCOS6) (l — c'cOS'Vj, 



38 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE, 

eu une série ordonnée suivant les puissances entières des exponen¬ 
tielles _ 

se trouvera évidenuueut ramenée à la recherche du premier terme du 
développement du produit 

I 8 ) -î (T — S COS'i ) (t — COS'V ) D- V, 

en une semblable série. Cette dernière question est celle dont nous 
allons maintenant nous occuper. 

La quantité 

A — [a — cos('y—']>-hll)] c 

(]ui dépend de la différence 6'— y peut être présentée sous la forme 
(9) -HIIU”, 

le signe 1 s’étendant à toutes les valeurs entières, nullcs ou positives 
de T), et le coefficient A„ désignant une fonction déterminée de n, a, qui 
satisfait à la condition 

( N/ï■ 

Supposons maintenant que, le produit 

-: (l — £ COS'i>) (l — c' COS'L') 

1.2...l ‘ ‘ 


étant développé suivant les puissances entières des exponentielles 

on nomme 

u = f(i-y) 

la partie du développement qui dépendra uniquement de l’angle 
y —A ou 'i—-y. Le terme constant de la série double, qui représen¬ 
tera le développement du produit (8) suivant les puissances entières 
des mêmes exponentielles, sera encore évidemment le terme constant 
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(le la série simple qui représentera le développenieiit du prnduit 

U R! V 

suivant les puissances entières de la seule exponentielle 

D’ailleurs, si, après avoir développé la fonction 

8 ou 

en série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles 

eS'-i, éV'> 

on désigne, dans le développement, par 

ou par h ''' ' 

la somme des termes où ces puissances offriront des degrés dont l'ad¬ 
dition reproduira le nombre «, alors, des formules 

iii) « = 


et 

(, 9 ) ■ 

jointes à l’équation identique 


(i3) 


( I — £ COS'^) (l — s'eOS^Y) 
COS ('V —'i^) “ 


2 







on tirera 

O =«„ 1^14- Y cos ('y-4')] 

-Si 




V I 


“8 y -1 V “ 1 
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«“1 plus fçénéialoment 

1 -1- ^ cos (']/'— '.j^)J 

e (î eVv''-' -h - -h 'A, e !L e'-iH-U-.'-* 


D’autre part, comme, en posant 


on aura dans la formule (6) (z.'o^rles pages 19 et 20) 


I i r> ) 


- z=: I — £ COS'i^, I —- £ COS'i^ , 

rt * /y' ‘ 


^Uv'-i (cosry — y/ siii'y v'— J ) (cost| — £ — z sim^ — i ) 
+ c"^^v^“^(cos'y— ^ — y! i) (cosd; — £ -f- xsin4^\/— j) 

(cos^y — Z -\-y] sin^y v/— i) (cos4' — £ + z sin^y— i) 
_l_ {^cos^y— £^— 7 / sin^yy— I) (cos^ — z — z sin4^\/— 1 ) 

la formule (i i) pourra être réduite à 

{ î; ) «q +■ «i + a. 

les valeurs de 

8_2, 1j a^), B|, ^2 

étant déterminées par des équations de la forme 

I «. 1= a_|,o+«u,-i 

(«1 =81,0 +«0,1 

I k_2 ™ 8-2,0 + + 80,-2^"^*'^“'^'^^, 

' Hq — )\/-l _{_ 

«2 =«2,0 +«1,1 

»‘t représentant généralement, dans le développement fini de la 


uH) 


iîf)) 


rr , I 
-, COSQ — - ’J. 

aa ‘J ‘ 
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tonctioii ii, le coefficient de l’exponentielle 

Or de cette défmition de jointe aux formules (6), (lo) et (i6;, il 
résulte immédiatement que, si l’on pose, pour abréger. 


( 20 ) 


on aura 


(A,— fi cosll + y cos^, (3!) = p.cosn — vcos<t>, 

11!, •= — fi sinn — V sinO, £ = ft sinH — v sin 4 >, 


(2l) 


( J £ + 3-/.sV- i)’ « 1 , 0 = I s - exs' V- I ). 


r,/ 


^0,-1 = “ ( ~ — s' 4- \\\^yJe ^/— I ^, 80,1 “ - ( — — c' 4- liii 

^ ^ et } ^ 'i\ a 


2 


£\ — M; 


(22) 


i 


^ et ^ a 

1 « « I 

g -s-, 


8 a 


(23) 


(• 4 ) 


I 1,—1 — “ — CD>cît^ 4 - ( 4 ** Gx) — I J, 

I « 1,1 =—^[a. — Qx-/.'----(\i!,y.'+Sx)v/^il: 

I ^-1,1 = — ^ [''t 4- (Dxz' — (ill> '/! — G X ) \j— i — 2 1 J , 

7 [- 1 ' -H (t^) xz' 4- (lll)x' ~ GX ) \r^\ — 2 e-^W - ‘ . 


«1,-1 = 


Les valeurs des coefficients 


y_.25 y_i, «ü, «1, «2? 


ou les diverses valeurs de a„, étant déterminées par les formules qui 
précèdent, on tirera aisément les diverses valeurs de 


o(2] y(3) y(4) 

®/i > O/i 5 • 


de l’équation ( 17), en élevant successivement les deux membres à la se- 

OEuvres de C. — S. 1, t. VI. 0 
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cortde, à la troisième, à la quatrième puissance.... On trouvera, par 

exemple, 

2 ^ 2 

2 

% 

— ^ Bq y 2; 

— yHo^i + ^-1 
2 

~ y — — y ï ~i“ yq y^ 5 
2 " 2 

+ -«îa-5 4-«,i«i«-i +«o«2«-2' 

, 3 ^ O 2 2 


Énfin, les diverses valeurs de a',’,' étant ainsi obtenues, puis substituéiîs 
dans le second membre de l’équation (i4), il deviendra facile de trou¬ 
ver la partie du produit 

uD!a 

(|ui représentera le premier terme du développement de ce produit sui¬ 
vant les puissances entières de l’exponentielle 

et l’on pourra employer utilement dans cette recberebe les formules 
connues d’interpolation, ou, ce qui revient au même, celles que nous 
indiquerons tout à l’beure. 

Concevons, pour fixer les idées, que, les excentricités s, î' et riiudi- 
naison I étant considérées comme des quantités très petites du premier 
ordre, on veuille négliger dans le développement de R les termes d’un 
ordre supérieur au quatrième. Comme on trouverait, en négligeant l(‘s 
termes de second ordre, 

y — O, fJ.— I, ■/. = 1, -/.'-—I, nA. = ®r=COSn, 3 = —\l!, =;sioU 

et, par suite, 

» 1 ,)=«-!, 1 = « 1,-1 — O, 
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il est clair que les quatre coefficients 

'*^-1,-1) ^1,1, ‘<^-1,17 '«il, 

seront du second ordre, aussi bien que les coefficients 

^- 2 , 0 = '<^ 2,07 '«^ 0 , 0 ' '<^ 0 ,- 2 ™ ^ 0 , 2 - 

Donc, par suite, en vertu des formules (19), 

^-2> ^0? ^2 

seront du second ordre, tandis que 


Ü- 1 , «1 

seront du premier ordre avec les coefficients a,,, Cela 

posé, faisons, pour plus de commodité, 

(2Ô) a = û4-ç, 


les valeurs de p et de 5 étant 


(aC) 


P = B_i v'-' -J- a, 
ç = -h So+ 


Los deux fonctions p, ? seront, la première une quantité du premier 
ordre, la seconde une quantité du second ordre; et les valeurs de ces 
deux fonctions se réduiront à 


P- y ^ ^ ^ 

1 -h f-As — — s'] COS'i'-t- llbx-'î siu'i', 

(■..;)] V « ; ■ 

ç — 1 ( f.s2 cos^'i + - e'^cos^'V — ,ics' + COS('V- ’i II) 

2 \a' ^ a ‘J 

, — (A- cos<|/COS'y 4- aîix'sin'J/' cos'i 4- £ /sini cosi' -f-ûSxx.'siiii siirV). 

D’ailleurs, en négligeant les quantités d’un ordre supérieur au qua¬ 
trième, on tirera successivement de l’équation (ao) 
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et, par suite, eu égard aux formules (i 3 ) et (26), on trouvera, pour 


= I, 


(■28) 


•J = «0 


1 + ^cos('y— 

1 [«J (; +. + 8_, (s + 


• «.,8^0 


pour l = 2, 

I r es' 

I l^n- — cos(y —1{;) 

(29) j —i[(«o8,H-8_i82)(E4-c'eN'-'!'')^^)H-(8o8_i + 8i«_2)(£-l-E'e('t'''-'î'>v' Ol 

I 4 - fi' [s2e(^-t)v'“H-ai,e('U-'l^)v'^J; 

H- 

pour 1 = 3 , 

1' I 9 ^ 

l U = «2 ■+" ^0 1 ^ 2 

( 3 0) _ _ 

I — y 8,8_, [«, fî + e' (s + )J ; 

4 

pour 1 = 4. 

( 3 1) 




Des équations (28), (29), ( 3 o), ( 3 i), jointes aux formules (18) et (19), 
il résulte que, dans le cas où l’on néglige les quantités d’un ordre* 
supérieur au quatrième, u se réduit à une fonction entière de l’expo¬ 
nentielle 

et même à une fonction entière qui renferme seulement les puissances 
de cette exponentielle, dont les degrés sont représentés par les cin([ 
quantités 


— 2, 


1 , i-F, r , 


On aura donc alors 

(32) ’J = u_2 -t- •J_, -t- Uo + -Ji ’j, 
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’j_;, ’j_,, u^, ij|, U, désignant des coefficients constants; et, en vertu de 
l’équation (32) jointe à la formule (9), le terme constant de la série 
qui représente le développement du produit 

uDi.A, 

suivant les puissances entières de e''!''-'!'''''-', sera 

I -^0 v/ 3 T) 

y 00 J I _ _ 

( + ('j.2e-2nv/-i + .j_,e2nv'-i)D[A,. 


D’autre part, si l’on pose, pour plus de commodité, 

on tirera successivement de la formule ( 32 ) 

f('l; -+- tt) --- -j^se^'W"— 


par conséquent 


(3/i) 


H-'Ji e“'l' = 


f(^)- 






__ ^ 


puis, en remplaçant, 
on trouvera 


dans la dernière des formules ( 3 /j), -i par 


■ u.,e' 




f d 


Tl 

2 


+ f 



2 


et, par suite. 


f(tl;) + f(d + tt) +^(^4^ f T) 


_ 4-f (d H-ît) — ffd + 2 j 




( 35 ) 
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Donc, ('n remplaçant i par H et tenant compte de réqualion identique 


f 




J 


1)11 


trouvera définitivement 


f(II) + f(n + -) +-f( Il + -) + 


f(n)-f(n + 7:) 


e-'W-‘ 4- -J, = 


f(ii) + f(ii 4 - Tt) - 1 ‘(n 4- ^ ) - r(n -- ~ 


et l’expression ( 33 ), ou le terme constant de la série qui représ('nt(^ le 
développement du produit 

■J D-l V 

suivant les puissances entières de , sera égal à 


1 , 36 ) 


7 t(II) D-^ (A|)4- 2A14- Aj) 4- 7 f(II 4- 7 ï) D),(A,,— 2 Aj 4- V-a) 

•4 -“l- r 


1 

'^4 


f n- 


f II- 


lH(Ao- A.). 


En terminant cet article nous ferons observer que, dans les for¬ 
mules (28), (29), ( 3 o), ( 3 i), on pourrait exprimer les coefficients 


«-», a,,, «i, «2 


à l’aide des valeurs diverses des fonctions p et En effet, si l’on dé¬ 
signe par 

pocj Ça 


ce que deviennent les fonctions 
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([uand on y remplace simultanément 


[jal¬ 
on aura identiquement 


et 'V 

é X et ’h'-hx, 


c — po, ç — Çi) ; 


et, par des raisonnements semblables à ceux qui ont fourni les équa- 
(ions (.'V|), ( 3 .i), on tirera de la première des formules (-26) 

po — \/— ' pu + Pjî V' ' 

H =:- - -, w -1 e W-i =-?-, 

et de la seconde 

î() + bTt 


H., e 




ï)V 


«_2 e-2W-‘=: 


bO - bTT -+- / bTT 

2 ' 4 


4 


's^'j V ^ 


De ces dernières formules, jointes aux équalions (28), (■2()b ido), [ 30 , 
on conclura, pour 1 = 1, 


l-(.i-.y): 




cos(’V — ’h) 


1 P„(£ co.S'|^ + s' COS'O) — P2 (e siivf + e' siii'0)j 

^ ^ j'po— cos('j> 4- 'V) — p-u - Jsitj -t- ’V) 


])uis, en posant 
ce qui réduira 


po? P 2 Î’ ^0’ 
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Rapport sur une Note de Paulet (de Genève), relative à un t/ieunwi- 
dont le théorème de Fernuit ne serait qu'un cas particulier. 

C. R., t. Xîl, p. 2II (25 jamiiT î84î I. 

L’Académie nous a chargés, MM. Sturm, Liuuville et moi, de lui 
rendre compte d’une Note présentée par M. Paulet (de Genève , et re¬ 
lative à un théorème qu’il n’a pas démontré. Nous nous serions honie> 
probablement à inviter l’auteur à retirer sa Note, si le théorème dont 
il s’agit ne se trouvait inséré textuellement dans le Compte rendu de la 
séance du 1 1 janvier, où il est énoncé dans les termes suivants : 

Hors du second degré, il n'existe aucune puissance qui puisse se par¬ 
tager dans la somme d'un nombre quelconque de puissances du même 
degré, mais différentes entre elles. 

Pour montrer aux personnes qui auraient lu cet énoncé qu’elles ne 
doivent pas s’arrêter à chercher la démonstration du nouveau théorème, 
il nous suffira de leur dire qu’il est inexact, et de le prouver par un 
exemple. Effectivement, la somme des cubes de 3, \ et 5 est égale an 
cube de G, puisqu’on a 

2 16 — 27 -r 64 -r- î 25 . ^ 

UC. 

Auitilmétiqce. — Rapport sur une méthode abrégée de multiphcaiion. 
présentée à rAcadémie par M. Tlioyer. 

C. R., t. Xllj p. (i®*' février i8|U. 

L’Académie nous a chargés, MM. Coriolis, Sturm et moi, de lui 
rendre compte d’un Mémoire, dans lequel M. Tlioyer, employé à la 
Banque de France, expose une méthode abrégée de multiplication, 

ORuvres de 6’. — S. 1,1. VI, ^ 
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propre à fournir la somme des produits que l’on peut former avec les 
termes correspondants de deux suites composées, l’une de nombres 
(juelconques, l’autre de nombres entiers inférieurs à loo. 

Avant d’examiner cette méthode, il no sera pas inutile de dire, en 
peu de mots comment M. Thoyer a été conduit à l’imaginer. On sait 
que la Banque de France escompte les effets jusqu’à trois mois de date, 
au taux de 4 pour loo par an, ou plus exactement de par jour. De 
plus, chaque effet présenté à la Banque se trouve accompagné d’un 
bordereau qui contient, entre autres indications, celte de l’escompte 
que la Banque doit retenir. Ainsi, pour me servir de l’expression 
reçue, c’est le présentateur qui calcule lui-même la perte qu’il aura a 
subir. Mais on sent combien il est nécessaire que la Banque puisse 
vérifier à la fin de chaque journée si la somme des escomptes calculés 
par les présentateurs est bien celle qui lui est due pour Yesconiptage 
des effets admis. C’est pour obtenir une telle vérification que le contrô¬ 
leur de la Banque a prescrit la formation journalière d’un Tableau com¬ 
posé de trois colonnes, dont la première renferme, dans chaque ligne 
horizontale, la somme des effets escomptés à une même échéance, 
tandis que la seconde colonne offre le nombre des jours produisant 
intérêt, et la troisième les produits des nombres correspondants que 
contiennent les deux premières colonnes. La somme de ces produits, 
divisée par 9000, donne évidemment pour quotient la somme des 
escomptes acquis à la Banque dans le jour que l’on considère. Or, 
comme l’échéance ne peut être reculée au delà de trois mois, le nombre 
des jours produisant intérêt ne s’élève jamais, même eu égard aux 
jours fériés, au delà de gS ou 94. La question se réduit donc à trouver 
une somme des produits formés avec des multiplicandes quelconques, 
mais avec des multiplicateurs entiers, dont le plus grand est inférieur 
ou tout au plus égal à 94. 

Pour résoudre facilement cette question, M. Thoyer écrit les multi¬ 
plicandes dans une Table à double entrée, analogue à la Table de 
Pythagore. Seulement les chiffres 

O, I, 2, 3, 4) 5, 6, T, 8, g, 
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placés au-dessus ou en avant de la première colonne verticale on liori- 
zontale, au lieu de représenter les deux facteurs d’un produit, repré¬ 
sentent d une part les unités et d’autre part les dizaines des multi¬ 
plicateurs. Or, comme le produit d’un nomlire quelconque par un 
multiplicateur donné est la somme des produits du même nombre par 
les diverses parties de ce multiplicateur, on peut aftiriiier que la 
somme totale cherchée devra résulter de l’addition des nombres que 
Ton obtiendra quand on multipliera, par l’un des multiplicateurs 

O, I, 2, 3 , 4 ; O, 6, 7, 8, 9, 

la somme des multiplicandes renfermés dans la première, la seconde, 
la troisième, la quatrième... colonne verticale, ou, par l’on des iiuilli- 

plicateurs 

O, 10, 20, 3 o, 40, 5 o, Go, 70, 8«), 90, 

la somme des multiplicandes renfermés dans la première, la seconde, 
la troisième, la quatrième... colonne horizontale. Donc aux multipli¬ 
candes donnés, dont le nombre peut s’élever à 9.3 ou 94* Table 
imaginée par M. Thoyer substitue 20 autres multiplicandes dont les 
10 derniers, décuplés, pourront être immédiatement ajoutés aux 10 pre¬ 
miers. Alors on n’aura plus à considérer, avec M. Tboyer, que jo mul¬ 
tiplicandes artificiels, qui devront seulement être multipliés par l’uii 
des multiplicateurs 

O, 1, 2, 3, 4 , .*), (5, ^ , b, 

ün pourrait à la rigueur se dispenser de calculer les multiplicandes 
correspondants au multiplicateur zéro. Mais le calcul de ceu-x-ei, bien 
loin d’être inutile, fournit au contraire une preuve très sûre de l’exac¬ 
titude des différentes sommes écrites au bas ou à la suite de chaque 
colonne verticale ou horizontale, puisque, évidemment, les sommes de 
l’une ou de l’autre espèce, ajoutées séparément les unes aux autres, 
doivent reproduire un seul et même nombre. C’est ce qu’a fort bien 
remarqué M. Thoyer, et les seuls perfectionnements dont son Tableau 
nous paraisse encore susceptible consisteraient : 1° à écrire les divers 
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chiffres de chacun des multiplicandes donnés sur des lignes horizon¬ 
tales distinctes, afin que l’addition des multiplicandes compris dans 
une même colonne horizontale puisse s’effectuer aussi aisément que 
l’addition des multiplicandes compris dans une même colonne verti¬ 
cale; 2° à écrire pareillement sur diverses lignes horizontales les divers 
chiffres de chaque somme et de chacun des dix multiplicandes artifi¬ 
ciels, afin de pouvoir reconnaître plus facilement si la somme de ces 
derniers est égale, comme elle doit l’être, à la somme faite du nombre 
dont nous parlions tout à l’heure et de ce même nombre décuplé. 

Quant à la somme des produits formés avec neuf des multiplicandes 
artificiels et les multiplicateurs 

I, 2, 3, 4 , îî, 9 » 

M. Thoyer l’a calculée en se servant de la méthode ordinaire de multi¬ 
plication; mais on peut substituer avec avantage à l’emploi de cette 
méthode la construction d’un second Tableau, dans lequel la même 
somme se déduirait simplement de l’addition. En effet, pour obtenir 
la somme dont il s’agit, il suffira d’ajouter le dernier des multiplicandes 
artificiels à l’avant-dernier, la somme partielle des deux derniers au 
précédent, etc., de continuer ainsi jusqu’au moment où l’on aura 
trouvé la somme partielle des neuf multiplicandes correspondants aux 
multiplicateurs 

I, 2, 3, 4 , a, 6, 'J, 8, q; 

puis de réunir toutes les sommes partielles obtenues. En effectuant la 
même opération sur les multiplicandes artificiels, pris dans un ordre 
inverse, on obtiendra facilement la preuve de l’opération que nous 
venons d’indiquer, et l’on pourra encore, par une seule addition, s’as¬ 
surer qu’il n’y a pas d’erreurs dans le calcul de la partie de la 
somme totale à laquelle on sera parvenu. 

Dans un supplément à son Mémoire, M. Thoyer observe avec raison 
que sa méthode abrégée peut être étendue, avec de légères modifica¬ 
tions, au cas où l’on emploie des multiplicateurs entiers supérieurs à 
99> inférieurs à looo, de manière à devenir applicable aux calculs 
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qu’oxigent les opérations des diverses banques, des maisons de 
banque, des caisses d’épargne et des autres établissements financiers, 
lün des cas semblables, il pourrait être avantageux de former, dans trois 
Tableaux séparés, les sommes des multiplicandes correspondants à 
des chiffres donnés qui représenteraient des unités, ou des dizaines, 
ou des centaines des nombres entiers pris pour multiplicateurs. 

Quant à ce qui concerne la Banque de France en particulier, on m* 
peut douter que la méthode imaginée et mise en pratique parM. Thoyer 
n’offre de grands avantages, et ne rende plus sûre et plus prompte la 
vérification des escomptes des effets admis chaque jour, en réduisant 
à une demi-heure environ le travail d’une demi-journée. La sûreté et la 
promptitude dont il s’agit pourront encore être augmentées à l’aide 
des perfectionnements que nous avons indiqués, surtout si la Banque 
fait lithographier des modèles de Tableaux semblables à ceux que nous 
avons construits et qui seront joints à ce Rapport. 

En résumé, nous pensons que la méthode imaginée par M. Thoyer, 
pour simplifier le calcul des escomptes acquis journellement à la Banque 
de France, et rendre plus certain le résultat de ce calcul, atteindra 
parfaitement le but que Fauteur s’est proposé, et que cette méthode 
mérite l’approbation de l’Académie. 
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AniTHJiÉTiQCE. — Addition au Rapport sur une jnèthode de calcul présentée 
Cl VAcadémiepar^l. Thoyer, employé à la Banque de France. 

C. R., t. XII, p. 941 (a 4 niai 1841). 


En rendant compte d’un Mémoire présenté à l’Académie par 
M. Thoyer, nous avons dit que, pour réduire à l’addition le calcul des 
intérêts produits par divers capitaux, en des temps divers, par exemple 
le calcul des escomptes journellement acquis à la Banque de France 
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sur (les sommes prêtées par elle et dont le remboursement doit avoir 
lieu à diverses échéances, il suffisait de construire deux Tableaux dont 
les modèles seraient joints à notre Rapport. (Ces Tableaux n’ont pu 
paraître dans le Compte rendu de la séance où avait été lu le Rap¬ 
port (') : nous allons les donner ici, p. Go.) Pour les bien comprendre, 
on devra se rappeler que chaque jour la Ranque de France prête à 
diverses personnes et au taux de 4 pour loo par an, ou plus exactement 
de par jour, différentes sommes dont chacune doit être remboursée 
au plus tard au bout de trois mois. Donc, pour calculer les escomptes 
journellement acquis à la Banque de France, il suffirait de multiplier 
le montant des capitaux qui doivent être remboursés à une même 
échéance par le nombre de jours qui doivent s’écouler jusqu’à l’époque 
du remboursement; puis, d’ajouter les produits ainsi obtenus, et cor¬ 
respondants aux diverses échéances; et enfin de diviser par 9000 la 
somme totale de ces produits. Mais, quelque simples que soient les 
opérations que nous venons d’énoncer, elles peuvent être remplacées 
par d’autres plus simples encore, que les deux Tableaux permettent 
d’e/fectuer très facilement. En effet, chaque capital étant prêté par la 
Banque pour trois mois au plus, le nombre des jours qui produiront 
intérêt se trouvera constamment exprimé par un ou deux chiffres. La 
question sera donc de calculer la somme des produits formés avec des 
multiplicandes quelconques qui représenteront les divers capitaux rem¬ 
boursables à des échéances diverses, et avec des multiplicateurs dont 
chacun sera un noinbre composé généralement de deux chiffres, savoir, 
de dizaines et d’unités, le chiffre des dizaines pouvant quelquefois se 
réduire à zéro. Or, dans le premier Tableau, qui ressemble à une Table 
de multiplication, et qui a été imaginé par M. Tboyer, chacun des 
multiplicandes donnés occupe une case comprise à la fois dans deux 
colonnes, l’une horizontale, l’autre verticale, en avant ou au-dessus de 
laquelle on lit le chiffre des dizaines ou le chiffre des unités du multi¬ 
plicateur. Ainsi, en particulier, le multiplicande 7935 1, compris dans 
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la colonne liorizontaje qui précède le chiffre 5 , et dans la colonne ver¬ 
ticale que surmonte le chiffre 2, représente un capital de 79 35 1*’*' prêté 
par la Banque pour 62 jours, c’est-à-dire : 1“ pour 2 jours; a'* pour 
5 dizaines de jours. Pareillement, chacun des multiplicandes renfermés 
dans la colonne verticale que surmonte le chiffre 2 représentera un 
capital prêté : 1° pour 2 jours; 2" pour une ou plusieurs dizaines de 
jours. Au contraire, chacun des multiplicandes renfermés dans la 
colonne horizontale que précède le chiffre 5 représentera un capital 
prêté : 1° pour un certain nombre de jours inférieur à 10, et par con¬ 
séquent exprimé par un seul chiffre; 2° pour > dizaines de jours. Cela 
posé, concevons que l’on ajoute entre eux les multiplicandes renfermés 
dans une même colonne verticale ou horizontale. La somme partielle 
ainsi obtenue, par exemple, la somme 279483.] placée au bas de la 
colonne verticale que surmonte le chiffre 2, ou la somme 913 SSq pla¬ 
cée à la suite de la colonne horizontale que précède le chiffre 5 , repré¬ 
sentera, dans le premier cas, un capital prêté pour 2 jours, dans le 
second cas un capital prêté pour 5 dizaines de jours. Donc les vingt 
sommes partielles, placées au bas ou à la suite des dix colonnes verti¬ 
cales ou horizontales, représenteront, les dix premières, des capitaux 
prêtés pour un nombre de jours inférieur à 10, par conséquent pour 
un nombre de jours exprimé par l’un des chiffres 

O, 1, 2, 3 , 4, ü, 6, 7, 9 » 

et les dix dernières des capitaux prêtés pour un nombre de dizaines de 
jours qui sera encore exprimé par l’un de ces mêmes chiffres. Mais 
l’intérêt que produit un capital prêté pour une seule dizaine de jours 
est aussi l’intérêt que produirait un capital dix fois plus grand, prêté 
pour un seul jour. Donc, dans les opérations qu’exige le calcul des 
intérêts, on pourra remplacer le capital prêté pour 5 dizaines de jours 
par un capital dix fois plus considérable prêté pour 5 jours seulement. 
On pourra donc faire abstraction de la somme partielle 918 oSp, et gé¬ 
néralement de toutes les sommes partielles placées à la suite des 
colonnes horizontales, pourvu que l’on ajoute chacune de ces sommes. 
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après l’avoir décuplée, à la somme partielle placée au bas de la colonne 
verticale de même rang. Cette nouvelle addition produira dix multi¬ 
plicandes artificiels (jui, dans le premier Tableau, se trouvent écrits au 
bas des colonnes verticales correspondantes aux chiffres 

O, I, 2, 3 , 4 , 5 , C' 7 » 9 > 

et qui peuvent être censés représenter des capitaux dont chacun serait 
prêté pour un nombre de jours exprimé par l’un de ces mêmes chiffres. 
Il y a plus : la construction du premier Tableau a précisément pour 
objet de remplacer un grand nombre de multiplicandes, dont chacun 
correspond à un multiplicateur de deux chiffres, par dix multipli¬ 
candes artificiels, dont chacun correspond à un multiplicateur d’un 
seul chiffre. 

Avant de passer à l’explication du second Tableau, nous avons à 
faire une remarque qui n’est pas sans importance. On pourrait se dis¬ 
penser, à la rigueur, de calculer le multiplicande artificiel correspon¬ 
dant au multiplicateur zéro; puisqu’il est bien évident qu’aucun intérêt 
n’est exigible, quand le nombre de jours, pour lesquels le capital est 
prêté, se réduit à zéro. Toutefois il est utile de conserver, dans le pre¬ 
mier Tableau, le multiplicande dont il s’agit, ainsi que les sommes 
partielles des capitaux renfermés dans les colonnes verticale et hori¬ 
zontale que le chiffre zéro surmonte ou précède. En effet, il est clair 
que la somme totale des multiplicandes donnés peut également résulter, 
soit de l’addition des sommes partielles placées au bas des colonnes 
verticales, soit de l’addition des sommes partielles placées à la suite 
des colonnes horizontales. Or cette seule observation fournit un moyen 
très simple de vérifier, d’un seul coup, l’exactitude des sommes par¬ 
tielles de Tune et de l’autre espèce, dans le cas où on les a toutes cal¬ 
culées. Ce n’est pas tout : après avoir trouvé la somme totale des 
multiplicandes donnés, il suffira évidemment d’ajouter à elle-même 
cette somme décuplée, pour obtenir la somme totale des multiplicandes 
artificiels. Cette dernière somme, qui termine le premier Tableau, 
sert donc à constater l’exactitude des multiplicandes artificiels, dans 
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le cas où on les a tous calculés, y compris celui qui répond au multi¬ 
plicateur zéro. 

Après avoir construit le Tableau que nous venons d’expliquer et 
calculé de cette manière, à l’aide de quelques additions, les dix mul¬ 
tiplicandes artificiels, M. Tlioyer, laissant de coté le premier d’entre 
eux, multipliait chacun des neuf autres par le multiplicateur corres¬ 
pondant, puis cherchait la somme des neuf produits ainsi obtenus. 
Nous lui avons indiqué un moyen de réduire encore ces dernières opé¬ 
rations à de simples additions. Ce moyen, dont il fait maintenant usage, 
consiste à construire le second Tableau, qui offre dans son milieu une 
ligne horizontale où se trouvent écrits les neuf multiplicandes artifi¬ 
ciels correspondants aux multiplicateurs 

I, 2, 3, 4, 3, 6, 7, 8, 9. 

Une ligne horizontale, immédiatement inférieure et terminée par une 
case vide, renferme aussi, dans son avant-dernière case, le dernier 
multiplicande artificiel. On ajoute celui-ci à l’avant-dernier multipli¬ 
cande, placé immédiatement au-dessus; on reporte dans la case précé¬ 
dente la somme obtenue que l’on ajoute elle-même au multiplicande 
situé alors au-dessus d’elle, et l’on continue de la même manière, 
jusqu’à ce que l’on obtienne une dernière somme dans laquelle entrent 
évidemment les neuf multiplicandes artificiels. Les huit sommes, for¬ 
mées comme on vient de le dire, et successivement déduites des autres, 
occupent, vers le bas du second Tableau, les huit premières cases 
d’une colonne horizontale. Nous les avons nommées sommes successives 
des multiplicandes artificiels, attendu qu’elles peuvent être considé¬ 
rées comme résultant de l’addition des deux derniers multiplicandes 
artificiels, puis des trois derniers, puis des quatre derniers, ..., puis 
enfin, comme on l’a déjà dit, des neuf multiplicandes correspondants 
aux multiplicateurs 

I, 2, 3, 4 . 5, 6, 7, 8, 9. 

La neuvième case de la colonne horizontale dont nous venons de parler 

8 
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doit (Hre naturellement occupée par le dernier multiplicande artiticiel, 
(|ui se trouve seul écrit au-dessus de cette case dans les deux, lignes 
horizontales immédiatement supérieures à cette colonne; et, en ajou¬ 
tant ce multiplicandt' aux huit sommes qui le précèdent dans la même 
colonne, on ohtitmt une .somme totale qui renferme une seule fois le 
premier des neuf multiplicandes artificiels, deux fois le second, trois 
fois le troisième, enfin neuf fois le neuvième. Cette somme totale, 
que l’on trouve écrite à la suite de la colonne, est donc précisément 
celle qu'il s’agissait de calculer, savoir la somme des neuf produits 
formés avec les neuf multiplicandes artificiels et les multiplicateurs 
correspondants. 

Après avoir exécuté, dans la partie inférieure du second Tableau, 
les opérations que nous venons d’indiquer, on a, dans la partie supé¬ 
rieure, exécuté en sens inverse des opérations du même genre, de 
manière à obtenir la somme totale qui renferme une seule fois le der¬ 
nier des neuf multiplicandes artificiels, deux fois l’avant-dernier, ..., 
enfin neuf fois le premier. Celle-ci, ajoutée à la somme totale que l’on 
avait d’abord obtenue, reproduit, dans la partie supérieure du second 
Tableau, la somme des neuf multiplicandes artificiels décuplée; enfin, 
en ajoutant à cette dernière somme le produit par lo du multiplicande 
artificiel que l’on avait omis à dessein, et qui correspond au multipli¬ 
cateur zéro, on doit retrouver la somme totale des multiplicandes arti¬ 
ficiels décuplée. Ainsi le nombre qui termine supérieurement le second 
Tableau doit être dix fois plus considérable que le nombre qui termine 
inférieurement le premier Tableau, et un zéro placé à la suite de ce 
dernier nombre doit le transformer en l’autre. Cette dernière condi¬ 
tion, supposée remplie, est une preuve de l’exactitude de toutes les 
opérations exécutées et du nombre qu’elles ont fourni comme propre 
à représenter la somme des produits formés avec les neuf multipli¬ 
candes artificiels. 

Les trois derniers nombres, par lesquels se termine inférieurement 
le second Tableau, sont : i" la somme des produits formés avec les 
multiplicandes artificiels, calculée et vérifiée comme on vient de le 
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dire; -2" la neuvième partie de cette soiiune eal- niee irah-M.l -epare- 

îiiont, puis îijoiitt‘0 lï la soîiiiot* Ilr, riiJiiiîiHii irîin 

lîoiribre à sa neuvième parîie citfre piHir résiillal !rs ilix 
nombre donné, les ileiix ileriiifU's des trois lioiiibres ijiii Ir 

second Tableau doivent se déduire ITin de FaHîre par !a MUile 
sitioii de la virgule déi.dmab*. Cette coiiiliîiori, siippOM^e 
une preuve que Fou a obtenu la valeur exaeie dt^ la ïwmïrme paiiii* 
de la somme des pro«liFits formes avt^c lt‘> iïiiilli|i!iiaifîde*- aiiitirirlN. 
D’ailleurs celte neuvième partie devient la fieiil-îiiilFièîrie partie iit‘ la 
même somme, quand la virgule décimale lraii>pii'^ee tle iiiaiiièri^ 
a laisser après elle la place de trois cliilFres, ainsi qu’un le voit dans Ir 
nombre 

09 i'^ ^ ni; \ 

donné par le second Tableau coiiiîiie propn^ a repreMUiler le îiiiuilanî 
des escomptes acquis à la Banque de France le 2(} octobre 

Parmi les additions qu’exige la foriiiatioii îles deux Tableaux, ctdle> 
qui demandent le plus d’attention sont les addilioiis des nuiiilires ren¬ 
fermés dans les colonnes horizontales. Elles clevieiMieiîl plus f;jcîie> 
quand on écrit chacun de ces nombres sur la diagonale tle ia case qiii 
le renferme. 


H. 



Calcul dei oicomptei, à 4 pour 100 1 au, acquis a la uaiique ue 
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IIS. 

Analyse mathématique — Jlemfnre sur diverses fjrmidts d\imihr%f\ 

C. R.. L XII. |i. ‘A'êi s 8 îeirier îBIik 

Je me propose de réoiiir dans ce Méiindre divt^rses toniiiiics frAiia- 
lyse, spécialement applicaliles an prolilènie de llnît*rptiiiirîiiiu el tlont 
la plupart se déduisent, soit de la formule d’iiîterpoklioii de La,2’raiip't\ 
soit des propriétés connues des racines de ruiiite. Le premier para¬ 
graphe sera principalement relatif aux fiirîiiiiies a Faitle ciesi|iieiifs ou 
peut déterminer la valeur générale d'une fonrlion eîitiéia» d'une va¬ 
riable X. Dans le second paragraphe, je déduirai de ces forîiuilt^> relie> 
qui fournissent le moyen de développer les fonctions e!iîiérf*s des sîîiiî> 
et cosinus d'un arc en séries ordonnées suivant les sinus et co>îniîs dt^s 
multiples de cet arc. 


§ I. — Formules ddnterpolalion qui déterminenè la valeur générale d^une 
fonction entière d'une variable 

Soit 

(î) î{x) " UiX -S- 

une fonction entière de x du degré n — î , Si l'on donne /i valeurs par¬ 
ticulières de f(.r) représentées par 

î{x,). (ix,\ îiXgu 

et correspondantes aux valeurs 


.rj, .r,2, - 


de la variable x, on pourra toujours-obtenîr les valeurs géoénilo de 
f(x) à l’aide de la formule d’interpolation de Lagrange, c’est-a-dire à 

l’aide de l’équation 


( 2 ) 


f(^r) = 


{x — x^).. .{x — .r^) 

(Xi— X2)..,(Xi~- X«) 


f(.ri) — . .. 


I .r —■ Xj O 

Xi 1 


.fx — ./y, - î) 

î) 
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b » 

nii jioiir aiirt^^er, 

i /‘i i * .r — .-f . î. . . -r --- », 

i,i ioiiililir ^ îriiii\ti‘a irdiiite ii 

t . O ./■'* fi./'âi ___ ia-1 

^ , I i — J I {X-*} X — ./’'i y 

Lit liiriiiiilt* 2 tiii 'i quelles que soieiil les valeurs particu- 

ilt^ r rtqirt‘MUilées par 

€niii*eviiii'> iiiaiiileiiaiit qiit“ les valeurs particulières dex se réduisent 
lerllir^ d«* la progression géométrique 

i\ ji. ^j-f\ .... 

i lit aiini 

/ -- i' ) \ .1' — S/• j. - . (x — /* ) ; 

ti, ïuii preiiil |Niur h uiü* racine primitive de l’équation binoim* 

,i " rz: î , 

nu îroilvera ^iîiipleIlIeIl^ 

V I .r ) Zi: , 0^{X) n:i u jc '^~*. 

Ikïilt* alors la tbriiiule 3 ^ donnera 



kjiiiiiiir un aiirti traiiieiirs i^énéraleiiieiit 



!i* cotdiiüieiil if^^, de x"\ dans le second membre de l’équation (i) ou (-i). 
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sera évidemment déterminé par la formule 

IJ a„, . - ^ ^ . 

On arrivera directement aux mêmes conclusions en partant de l’équa¬ 
tion (i) de laquelle on tire 


f(/-) 


a,r 

-f- «2 /•- -4- . . 

. -T- 




rO 


■ • “t- ^/i-1 

y.« —1 -l 


=«0-^ 

airO'‘- 


• - H- <^n-] 

1 


En effet, puisque la somme 

_ I 

I ÇjHi (jtm ^ ^ ^ _ _ 


s’évanouit pour toute valeur de m non divisible par n, les formules (6 j, 
respectivement multipliées par les facteurs 

I, e-“, 

puis combinées entre elles par voie d’addition, reproduiront évidem¬ 
ment l’équation ( 5 ). 

L’équation ( 5 ) peut encore s’écrire comme il suit 

/= n — 1 

( 7 ) S 

/=Ü 


la somme indiquée par le signe 
tières 

O, I, 2, 


^ s’étendant à toutes les valeurs en- 
3 , « — I 


de l’exposant l, qui fournissent des valeurs distinctes de OL En substi¬ 
tuant la valeur précédente de a,,, dans l’équation (t), on trouvera 

m~n — 1 L — n — 1 
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lüi, <1»^ rt'vitiiî ail iiiàiih\ 



ilerîiirre f‘<|ii;itiüîi roiiicitle avt‘e la formule “ 4 ’• 

> 4 iiî iiiainteîiaiil 

lû /'! — — \i r — \ r-f- 1 

iiiio ilfHiveile fiiiirtioîi entière de la variable Le terme indépendant 
lia r, dans itéveliipiMuneot du produit 

U .r ) F ( J, ), 

>«*ra la somme -s, déterminée par la formule 

1 i ^ A,«., — A,rti — — .. .-T- A„_i 

<»r, en u-rlu de l'écjuatiüii 7 , la formule 11; donnera 

///-=«— î I il - î 

'"'^n S § [A,„/-"'5-'"M\5'/-i] 

iU zz Û i --r 1) 

OU, ce qui revient au même, 

i -il -1 

i.ii -S - ^ [Fl W/-') /••)]. 

0 

A la foriiiub^ A 3 on pourrait substituer encore celle que nous allons 

iiidiqiier. 

Soieiîî 

a, c, y, ... 

a — i expressions réelles ou imaginaires, choisies de manière à vérifier 

la conditioiî 
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ou, ce qui revient au même, de manière à vérifier les formules 


a 


-r-y +.. 




+ g* 


.7=2 (n 

-0 




.(n 

-I) 


Il sera facile d’obtenir l’équation qui aura pour racines 

J y y • • • * 

Or, après avoir tiré de cette équation les valeui’s de a, é, y, 
aura évidemment, en vertu des formules (i i), (i4) et (i j. 


(là) 


a — Ao * 

/I — I 


on 


Nous joindrons ici une observation importante. Supposons que, les 
fonctions f(a;), F(a;) étant, non plus du degré n — i, mais du degré n, 
les équations (i) et(io) se trouvent remplacées par les suivantes 

(16) “H * • • + 

(17) F(jr) = Ao-r- Al JT - 4 - . --T- A,i.r"; 

le terme indépendant de x, dans le développement du produit 

F(i), 

sera la valeur de s déterminée par la formule 

( 18 ) è = Aq^^oA l <^1 -h A2“+■ - - • ~î" A,j;_i 

Or, pour que cette dernière valeur de s puisse encore se calculer à 
l’aide de la formule (12), 0 désignant toujours une racine primitive de 
l’équation binôme 

I, 

il suffira que l’on choisisse convenablement la valeur de r. En effet, si 
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riiîi lii fiHiiuiîi.' Al!, a la loriiiult^ i , 1 tHjuation continuera 

inisiîUiiiiiiiiî lit* >ii!i>Aîi‘r jNiiîr lias valeurs 


î, ■», , // — I 


iiii m; mais, jiiiiir une valeur nulîe de m, cette même équation 

.st‘ îryiî\era reiiîjihit*ét‘ par la suivant!,^ : 


Hj 


lin aura tliiîit* alors 


> 


/t « - î 

/ . <> 


V.,--/, 




piiîirvii que Toîi clioisisse rde manière k vérifier la formule 


» I 



ei siPiis cette njoilitiiiii oîi olitiendra de nouveau la formule (îs). 

Bans It“s diverses formules ci-dessus établies, la racine primitive 0 

iif‘ i'eniiatiiiii binôine 


æ" z=z I 


peut être réduite à 


v-i 


Si d ailleurs on tait croître indéfiiiiineot le nombre n, on verra ces for- 
niiîles se convertir en d’autres équations déjà connues. Par exemple, 
en prenant pour r une quantité positive supérieure au module de x et 

posant 

on tirera de la formule . 9 ) 


s ce para- 


ObservOES encore que les diverses formules établies dan. 
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graphe peuvent être facilement étendues au cas où les fonctions 

f(^), F(^) 

se trouveraient remplacées par des fonctions entières de deux ou de 
plusieurs variables 

X, y, Z, .... 

Ainsi, en particulier, si l’on désigne par 

une fonction entière des variables x, y, qui soit du degré ii — i par 
rapport à x, et du degré n' — i par rapport à y, alors, en nommant 
/■une valeur particulière de x, s une valeur particulière de y, et 

6 , 6 ' 


des racines primitives des équations 

X’‘ = I, X"-' = I, 


on tirera de la formule (8) 

m'zzzn' — 1 l'=:n’ — l m = n — i l=:n — l 

(,a) = S S S S 

m'=:0 2'=:0 mz=0 Z=0 

et de la formule (9) 


(23) {{x,y) — 


r=zn' — 1 — \ 

s 




X 

r 





6 '^'s) 




§ IL — Formules cVInterpolation qui déterminent la valeur générale 
une fonction entière des sinus et cosinus d’un même arc. 

Diverses formules d’interpolation, par exemple celles que Lagrange 
a obtenues dans le Tome III des anciens Mémoires de l’Académie de 
Turin, et celles que j’ai données à mon tour dans un Mémoire sur la 
Mécanique céleste, présenté à la même Académie le ii octobre i 83 i. 
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iDiirnissfiil le iii(»yeii de develiipper une fonction entière des sinus et 
eu>i!ui> d’ua are suivant les sinus et les cosinus des multiples de cet 
are. Or ces divtuses lurmules d'interpolation se déduisent iinmédia- 
teiiieiit de celles <{ui, dans le premier paragraphe, servent à déter¬ 
miner la valeur générale d’une fonction entière de la variable cc. C’est 
ce que je vais expliquer en peu de mots. 

Süient 

f(i) 

une fonction entière de sint et de cos/, et k le degré de cette fonction. 
Le pro*!uit 

f(<), 

considéré comme fonction de l’exponentielle trigonométrique 


>enï éviderneieiit une fonction entière du degré Donc, si Ton 

désigne par n un nombre entier égal ou supérieur à 2 >t -h i, et par 

• • • J ^/i 

fi valeurs particulières de la variable on aura, en vertu de la formule 
d'interpolation de Lagrange, 

— (pi V ( pJ s/ —f — pi., v/— 1 \ _ 


I I I 


^ 1 ^_ i e^'^ns/-^ f(f ) 





' V- 


■ V- 


e'i V- 






Cette dernière formule subsistera, par exemple, si Ton prend 
/i “ 2 A’ -t- î ou = 2 A -h 2. 

D'ailleurs, comme on aura généralement 

. t t fji 


2 
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on pourra facilement transformer en produits de sinus les deux termes 
de chacune des fractions comprises dans le second membre de l’équa¬ 
tion (i); et, si l’on suppose en particulier 

— 2 A’ + I, 

l’équation (i) donnera 


. t — U . t — ^3 . t — 

sin-^ sm-- - • • sin- 


f(0 = 


. t* - tii , t 1 - t 

sin — -^ sm — - 


sm 








, t tt t t tsi m t t 

Sin- - sm-- • * sm- 


sm — -î- sm - ^ 


sm 


tn ^n- 


Ktn). 


Si l’on pose, pour abréger, 

(3) o(j:) = (j; — {x — . .{x — 

on verra l’équation (r), divisée par l’exponentielle 

se réduire simplement à la formule 


('0 


f(«): 


o(e'v'-i) 


__ _ -O v /=7 


(p(e'v^) 


ou, ce qui revient au même, à 




o'(e'»v'“‘ ) 


l=.n ^ 


(•>) 


r(0 = S 




A l’aide de la formule ( 5 ), le coefficient d’une puissance donnée de 
l’exponentielle 


dans le développement de la fonction f(z), se déduira sans peine du 
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loerticii-nt qui atreete la même puissance dans le développement du 

produit _ 

pl\-l _ 

— pii \ - ^ 

et, {tar suite, des coefficients ({ui affectent les diverses puissances de a:- 
dans le développement de la fonction 

o(j“). 

En etiét, supposons 

I li) O ( j:*) = -i- aj-i- -i- . .. -f- yn-i'^ H" 

Un en conclura 

■: 7 ) O (e‘v'-‘ ) =: +• et] -r -f-.. . + 3£„_i e'v—* et.a ; 

et, comme on a d'ailleurs 

———1-~ r 1 -i- -r- e*0(—«) v'-' -i-.. . 1, 

un trouvera définitivement 

i —4=--e*''i-Ov'-i 

l —e‘iV-' 

iS) t — A‘-I)/v^“i _J_ ^ 1 j I A-—2)/^—1 

I -T- ( a, -h Cti -h 


D’ailleurs, si l’on considère 


3Ci, cc^y . . ., y II 

comme des inconnues déterminées par le système des équations que 
l'on déduit de la formule (7), quand on attribue successivement à la 
variable t les diverses valeurs 

itl, , l II^ 

on pourra, en vertu des principes établis dans Y Analyse algébiique. 
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obtenir facilement les valeurs de ces inconnues, lorsque les coeffi¬ 
cients de chacune d’elles, dans les équations dont il s’agit, formeront 
une progression géométrique, ou, ce qui revient au même, lorsque les 
quantités 

t,, • • •, tu 

formeront une progression arithmétique. Donc alors aussi l’on pourra 
aisément tirer de la formule (5) le coefficient qui affecte une puissance 
donnée de l’exponentielle 

dans le développement de f(t). 

Concevons, pour fixer les idées, que les quantités 

^1, ^2, * • * , t/l 

se confondent avec les divers termes 


2 7Î . ,2- 

7, 7 H-5 •••5 7-i-(/l! — l) - 

n n 


• • 2 TT 

d’une progression arithmétique dont la raison serait-^- On trouvera, 
dans ce cas, 

o(æ-) = a;"—, ç'(.r) =/ij:"-', 

et, en posant 


e = e'‘ 


on tirera de la formule (5 

l=n-l 


(9) f(0: 


n O \ n J 

1=0 -* 


puis, en développant le rapport 

I — Qn{i-'i) sj^ 


on conclura de l’équation (9) 

. jn = n. — l l = n — 1 r- / « 7 

(.0, = ^ S S . 

m = 0 /=:0 

OEuvres de C. — S. 1, t. VI. lO 
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Si, clans cette dernière écjualion, on pose 

/^ “ 2 /c‘ -4- I, 

on pourra, sans inconvénient, y supposer la sommation relative à la 
lettre /effectuée, non plus entre les limites 


l — o, 1= n- 


2 A-, 


l- — k, l—/c. 


mais entre les limites 
et, par suite, on trouvera 

m=.k î=k _ _ 

m~~ k i=z — k 

Si l’on prenait, au contraire, 


n — < 2 .k-\-‘î. 


on trouverait 
(12) f(r) = 




m--k î--k ^ ^ ^ 


Il est bon d’observer que, dans la formule (9), on a 


n I f il SlXl 

I — v-î 


nf 27 :l\ 


2 V n 


^ 2TC/\ — 


Donc la formule (9) peut être réduite à 


l=n — l 




sin — — 7 —I y- 


!=:§ sin • 




" ^ 1(t 


2£/ 

n 


Lorsque f(i') représente une fonction réelle de t, la formule (9) ou 
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fl 3 ) se réduit à 


‘ sin - 


f(0 = - S —^4 - 

O .r.. I /. 27:/ , 1_ 


■ 2/7 — I 




/=o sm • 


2"/ 

/I 


- 4 —-) 

et la formule (10) à 

m^n—\l-n—l 

(.5) f(0 = l ^ ^ cos[(m-/o4-T-lJ^)]f(r--i^i- 

»* = 0 / =r 0 

Si l’on suppose en particulier n = 2^' — i, la formule i 4 donnera 

VL k f, 27:/ 


'El 




^ sm ■ 


/=o sm ' 


/ 27:/ \ 


' 2 /.' +1 ' 


Si l’on suppose au contraire n — ‘ik-\- 2, on trouvera 


'•> 'W = - S \ ,/ - 


O . I , , 

/=(, sm - U ■ 
2 


Dans cette dernière supposition, la formule (i5 donnera 

wî = 2A + 1 / = 2A-4-1 

‘‘(')=7(a4:T) s s cos[(..-A-)(.-r 




A--ri. 


m = 0 1 = 0 


OU, ce qui revient au même, 


2—2k / = 2A-f-î 


(.8) t{t): 


Vij S S “d<"—*>('■ 




2 ( A' + I ) 


k+i 




m~0 /=0 


attendu que la somme des termes correspondants à 


771 HZ 2 X: -f- I 


OU 


m — A zH A -I- I, 
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c’est-à-dire, la somme des termes qui renferment des arcs de la forme 




disparaîtra de la fonction f(t). 

Enfin, dans la formule (i8), que l’on peut encore écrire comme il 


mz=.k 


S s 


i=-k 


le facteur 


cos m\ t — T 


pourra être réduit au produit 


cosmt co%m ( t -t- 


si f(/) est une fonction paire de t, c’est-à-dire, si l’on a 


î{t) — a,) + ai cosi -f- «j cos2f -h. . - H- «iCOsA-;, 


et au produit 


sinmf sinm ( t 


si f(A) est une fonction impaire de t, c’est-à-dire, si l’on a 

( 21 ) f(«) = sini H- A»2 sin2i + .. .-h 6*sinA/. 

Dans le second cas, en posant t = o, on pourra réduire la formule (19) 
à la suivante 




en sorte qu’on aura 


i=k 

2 n . Timl 
- \ sm-7 - f - 
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oomme Lagrange l’a trouvé dans le Tome III des anciens Mémoires de 
l’Académie de Turin. 

Concevons maintenant que les valeurs particulières de t, repré.sen- 
tées par 

if J, . ÿ 

forment une progression arithmétique dont la raison p dilFere île 
et coïncident, par exemple, avec les divers termes de la suite 

^ ^ PI “ ( ^ ^ ) ? > • * • > V O, T, T “H O. . . ., T A ^ ) P » V P * 

On pourra déterminer encore la valeur générale de f non seulement 
à l’aide de l’équation (2), mais aussi à l’aide de la formule ’ 5 , pourvu 
que, dans cette dernière formule, on suppose n = ik et 

o( jt) = 1A f .re“'v 

la valeur de étant 

sin(A'-}-sin(A-4-5)0sinAp 
siuLo siiijpsiup 

sin(A--t--l-)psinAo , sin(A--t-i)o 

-i__——--^7--I- X - H-^ X — 1. 

sm^psinp smp 

Les diverses formules qui précèdent peuvent être facilement éten¬ 
dues au cas où il s’agit de déterminer la valeur générale d’une fonction 
entière des sinus et cosinus de plusieurs arcs 

t, t', ..., 

d’après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues. 
Cette extension est semblable à celle des formules que nous avions 
d’abord obtenues dans le § I. 

La formule (2), ainsi que plusieurs de celles qui en ont été déduites, 
et la formule ( 23 ) elle-même, sont extraites du Mémoire que j’ai pré¬ 
senté à l’Académie de Turin le 11 octobre i 83 i, et qui a été paraphé 
à cette époque par le secrétaire de cette Académie, puis lithographié 
en grande partie, et avec quelques additions, en i 832 . La formule (10) 


I = J.— 

(23) 
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en particulier se trouve établie pour les valeurs 

2 /r -T- r et 2 k - 4 - 2 

du nombre n, puis étendue au cas où l’on considère une fonction 
entière des sinus et cosinus de deux arcs t, t', et enfin appliquée à des 
problèmes de Mécanique céleste, dans le § III du Mémoire litbo-. 
grapbié. 


119 . 


Analyse algébrique. — Sur le développement d’une fonction entière du 
sinus et du cosinus d'un arc en série ordonnée suivant les sinus et 
cosinus des multiples de cet arc. 


C. R., l. XII, p. SaS (i 5 février i84i). 


Soient 


f (0 


une fonction entière de siiu et de coso et^ le degré de cette fonction. 
Soient d’ailleurs t une valeur particulière de t', et n un nombre entier 
égal ou supérieur à 2 X h- i. On aura, comme on l’a vu dans un précé¬ 
dent Mémoire, 


(0 




mz=Ln — i I 

C\ 


S “S 


ou, ce qui revient au même, 


-A-l /- 


(O.) 


f(0: 


l 

n 


, _ 7. J - ,, N 


Concevons maintenant que, la fonction f(ï) étant développée en une 
série ordonnée suivant les sinus et cosinus des multiples de t, ou, ce 
qui revient au même, suivant les puissances entières, positives, nulles 
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ou négatives, de I exponentielle trigononiétricjue 




on désigne par a,„ le coefficient de 


(.mis -1 

dans ce développement, en sorte que l’on ait 

Les équations ( 2 ) et (3) entraîneront la siiivanle 


(3) 


f(^) ~ ao-4-aj e^V-^ - 

-■h £2_| e~'^\ «_2 


(4) 



i-a 



à laquelle on peut aussi arriver directement en partant de l’équation ( 3 
et des propriétés connues des racines de l’unité. 

En vertu de la formule ( 4 ), le coefficient a,„ d’une puissance quelconque 
de l’exponentielle trigonométrique dans le développement de la fonc¬ 
tion î[t) en une séné ordonnée suivant les puissances entières de la même 
exponentielle, sera une moyenne arithmétique entre diverses valeurs de 
cette fonction respectivement multipliées par diverses exponentielles trigo- 
nométriques. Donc, par suite, si la fonction f'^) est réelle, le module de 
chaque coefficient a„, ne pourra surpasser la plus grande valeur numérique 
que cette fonction puisse acquérir. Cette dernière proposition subsistant, 
quel que soit le nombre k, par conséquent quel que soit le nombre des 
termes compris dans la fonction f(/\ peut être étendue au cas même 
où le nombre de ces termes devient infini. 

Si l’on cherche en particulier le premier terme a, du développement 
de la fonction f(^), suivant les puissances entières positives ou néga¬ 
tives de l’exponentielle trigonométrique 


e'v-i, 
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on trouvera 
(5) 


'=f. S 


Vi.T.l 


Soient maintenant 

F(0 

une nouvelle fonction entière de sinï et de cosï, ou, ce qui revient au 
même, de l’exponentielle trigonométrique 




et h le degré de cette fonction, en sorte que l’on ait 


( F(0 = Ao-(-Aie'v'-i ^ 

(*>) ' _ _ _ 

( 4- A_i e-'v'-i A_j + A_/, 

Si l’on nomme s le premier terme du développement du produit 

f(i)F(«) 

en série ordonnée suivant les puissances entières, positives ou néga¬ 
tives de cette exponentielle, on trouvera : 

1° En supposant A= ou 


(7) 


t) — Ao<^o -4- A—1 cci -H A_2 A_/i 

-H Al cï_i -4- A-2 H-... H— A/i 0^1, ^ 


et, par suite, en vertu de la formule (4), 

7n = h l~ 71 —i 

m = i S S 

771 = —fl / = ü 


— 3 71 A 


2" En supposant A = ou >A, 


(9) 


^ — Aq (Xq —h a— 1 ci^ —H A_-2 Cl.) - 
—1— Al d—i -+- A^ 2 - 


• ••■+■ ^^kCi-k ; 


et, par suite, en vertu de la formule (4)? 


772 = k /= n —1 


(lo) 




771 = — k 1=0 


27 r/ 
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Dans la première hypothèse, c’est-à-dire en supposant h^k, on pourra 
réduire l’équation (8) à la forme 


!= n~l 



i = ü 


Si, pour fixer les idées, ou prend n = 2 à — i, la forniiile 11) donnera 


(î‘i) 


/ — A " 


->.-1 


•J. A 


Fît 



Si, au contraire, on prend « = aX- -+- a, on trouvera 


( i3) 


= 7n~v, S 


Avant d’aller plus loin, nous ferons une remarque importante. Si, 
dans l’équation (3), on substitue successiveoieiit a la variable / les 
divers termes de la progression arithmétique 

_ ___ ^TT ^ , 2 (n — l) T, 

“ /X ’ ’ U 


et si l’on ajoute entre elles les formules ainsi obtenues, après les avoir 
respectivement multipliées par les facteurs 


alors, en supposant 


/I ~ 2 X’ -r- I, 


on retrouvera précisément l’équation (4;; mais, si dans le même cas 
on suppose seulement 

n~ A' -i- î, 

l’équation (4) subsistera pour des valeurs de m comprises entre les 

limites 

— — (/i — A), /n n — A\ 

OKiwres de C. — S. I, l. VI. ^ ^ 
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et sera remplacée par la formule 


(t-t) 


^/;i “î" 



l=zÿ 


pour des valeurs de m représentées par ces limites mêmes ou situées 
hors de ces limites. Cela posé, l’équation ( 4 ) continuera évidemment 
de subsister, pour toutes les valeurs de m comprises dans la suite 


■h, 


— 2, —I, 


h. 


SI 1 on a 


Il y le —f~ Jl • 


et sous cette condition la formule (8) ou (to) fournira encore une 
valeur exacte de s. Il y a plus; l’équation (lo), légèrement modifiée 
par la suppression des termes correspondants à m = — et réduite à 


(i5) 


7n = A- l = n ~1 


I S S A., 


772 =• 1 " A- / =: 0 



pourra être appliquée au cas où l’on aurait 

h = k, 7i = h -h k=z2 k, 


si l’on choisit convenablement l’arc v. En effet, dans ce cas, la for¬ 
mule (4) subsistera pour toutes les valeurs de m comprises entre les 
limites — A, h- A; mais, pour7n = —A, la formule (i 4 ) donnera 


a_k-^ak e 


\kx\J-i 


S 


/■( 




et, par suite, 

(i6) A_*a_A.H-AA.ax..= 



/ = 0 




pourvu que l’on assujettisse v à vérifier la condition 
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Sous cette dernière condition, l’équation 7 , jointe à la formule ] 
ou (16), entraînera évidemment l’équation i5;, que l’on pourra écrire 
comme il suit : 



= î _ A- 


D’après ce qu’on vient de dire, l’équation 18 coïncide, pour A == A. 
avec la formule (7), par conséquent avec la formule 9';. Comme d’ail¬ 
leurs les seconds membres des équations 9' et '18 ne renferment pas 
la lettre h, il est clair que ces deux équations s’accorderont l’une avec 
l’autre, non seulement pour h = A, mais aussi quel que soit h. Donc la 
formule (18), jointe à la condition (17;, fournira la valeur exacte de 
dans le cas même où l’on aurait 


A > A-, 

et dans celui où le développement de F(/) offrirait un nombre infini de 
termes. 

Pour montrer une application des formules qui précèdent, concevons 
que l’on ait k = 2, par conséquent 

f(i) = «0-1- «1 -i- a, -i- 

et, de plus, 

F(i) = [>--cos(i-n)f, 

n désignant un arc réel, et 1 un nombre supérieur à l’unité. Le déve¬ 
loppement de F(ï) sera de la forme 

F(0 = Ao-hAj t'f'-II)v/=T+As 

-1- A_, e(II-o/=T+ A_, -h..., 

et de cette dernière formule, comparée à l’équation (6), on tirera, pour 
A = CO , 


A 0 — .\o, 


A,= Aie-Hv^, A. 

A-i = -V, A_. = As 'F', 
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ëi 

îLiiii% |iiiiir irritit'f Iti foiiililîoii ^7.’ 

^>Al\ -î 

,i 'îilür.i «i** itî'fîithv 

r . II, 

cl Li ioiiiHilt* iH; tlonnera 


A —: 


S S 




lliliir, Si ( i est une fonction réelle de /, la valeur de s, qui dans ce cas 

seKi réelle, pourra être réduite à 


s 


m i i 


S S 

-II- î 


mi 



tiii, qui ri*\ii*iit au îiiéiiie, à 




A. cosn/ . , 

- f(n-h^)- 


Celte dernière équation, que l’on peut encore écrire comme il suit. 


■fini 


aA,H-A, 




f(n-f ) + J 


s’accorde avec la formule ’' 3 G > d(* la page 46 [voir l’Extrait n*’ 114 . 

Eoncevons maintenant que l’on ait, non plus /j = 00 , mais simple¬ 
ment h — 2 , le nombre k étant d’ailleurs un des termes de la suite 

>, t, (j, • 

L’equatiou (Gj sera réduite à 

1 .,. Fir--: A_ie-‘v'^4-A„-4-A, AjC^'V-^; 
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et, si l’on suppose d’abord ■^= 2, la formule (18) donnera 


l=it 

^=5 S S 


(20) 


m=:—1 /=:— 1 


OU, ce qui revient au même, 

n ^ -hA„+A,e'' +A,e ^ 


(2.) 8= 

l = ~\ 




l’arc T étant choisi de manière à vérifier la condition 


( 22 ) 


Aj 

A_, 




Si, au contraire, on suppose 2, on pourra tirer la valeur de s de 
la formule (8). en y laissant l’arc t arbitraire, pourvu que l’on prenne 


par conséquent 


fl ~~ k H- h —1— I, 

«=A-h 3 . 


Ainsi, en particulier, si l’on prend k = !\, on devra, dans la formule (81, 
supposer n J 7, par exemple 

« — 8 . 


Or, pour A — 2, k — n = " 6 , l’équation (8) donnera 


(23) 


8 


wi = 2 1 — 1 

\ S S'- 




7W™ —2 l=zO 


■-r(. 


■+- 



Si, dans cette dernière formule, on réduit l’arc -rà zéro, on en tirera 
simplement 


( 24 ) 


s 


I 

8 


SS 


TC 772/ 

A )}i c * 


7n=—2 1 = 0 
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iiii, rv qui revituil au meme, 



r.i 


A|» A I e 
8 " 


V i 



(ta [H“ut se servir utilement des équations (20) et ( 23 ) pour déter- 
iniaer la valeur générale de la fonction désignée par u dans le Mémoire 
sur les variations séculaires des éléments elliptiques des planètes. Les 
formules ainsi okenues pourront remplacer, même avec avantage, les 
formules 3 ; , 38 , 139), ; 4 o) de la page 48 . L’équation (20) en 
particulier fournira immédiatement la valeur de o qui correspond à la 
valeur 2 de l’exposant que nous avons représenté par la lettre 1 
pages 37 et suivantes). Quant à l’équation ( 23 ), elle fournira rigou¬ 
reusement la valeur de o correspondante à 1 = 4 . et il suffira que l’on 
puisse négliger les quantités du quatrième ordre par rapport aux ex¬ 
centricités et aux inclinaisons des orbites, pour qu’elle fournisse 
encore, sans erreur sensible, les valeurs de o correspondantes à 1 = 6 
et 0 1 = 8 . 


120 . 

Sur rélimination d’une vanahle entre deux équations algébriques ( ' ). 

C. R-, t. XU, p. 391 (i" mars iSji). 

I ’ ) .Mémoire publié dans les Ejrercice.t d’Analyse cl de Physique matheinaiique (Nou- 
ivaïur Exercices), voir t. I, p. 385. 
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Analyse mathématique. — Note sur la formation des fonctions alternées 
qui servent à résoudre le problème de l’élimination. 

G. R., t. XII, p. (8 mars iSIi). 


L'équation finale, produite par l’élimination de plusieurs variables 
entre des équations linéaires et présentée sous la forme la plus simple, 
a pour premier membre une fonction alternée. On peut même en dire 
autant de l’équation finale qui résulte de l’élimination d’une seule, 
variable entre deux équations algébriques de degrés quelconques, 
puisque les méthodes de Bézout et d’Euler réduisent ce dernier pro¬ 
blème au premier. Il importe donc de parvenir à former aisément les 
fonctions alternées. Telle est la question dont nous allons nous oc¬ 
cuper. 

Considérons, pour fixer les idées, la fonction alternée qui, égalée à 
zéro, produit l’équation finale, résultante de l’élimination de x entre n 
équations linéaires de la forme 


Ao,0 -^0,1 


. . ~\- Ao, n-2 

^^H-Ao,/j-i —0, 

A 1,0 Aj,! 

.VH-.. 

• ’ + /i-2 


A/i_2,o"^ ~t“ A,i_ 

2,1 y • 

. . A/j_2, n — 

■ 5 U -f- (’ = O, 

A,.—A/i— 

ni / + • 

.. A/J -1, ,j_ 



Pour obtenir cette fonction alternée que nous appellerons .s, on dispo¬ 
sera d’abord en carré sur n lignes horizontales, et sur autant de lignes 
verticales, les coefficients que contiennent les équations linéaires don¬ 
nées, comme on le voit ici 


(') 


Ao, 0 > 

Ao,ij 

•) Ao,/j — 2 » 

Ao, n-h 

Ai,o> 

Ai,i, 

Ai,/j_2> 

Al, /J— 1, 

... J 

A//.-2,0? 

A/J—2,1, .. 

• J . J 

., A/j_2,/j_2, 

. J 

A/J —2, «- 

A/j~l,o> 

A/J—1,1, .. 

• ? A/J —1, /J —2 J 

A/J—1, n- 
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puis on cherchera tous les produits que l’on peut former, en combi¬ 
nant ces coefficients n à n, de manière que les n facteurs de chaque 
|iroduit appartiennent tous à des lignes horizontales différentes et à 
des lignes verticales différentes. Les produits formés, comme on vient 
de le dire, se réduiront à celui dont les facteurs sont les coefficients 
situés sur l’une des diagonales du carré, savoir au produit 

J M Aq^O .^1,1 . • • A/, —2 

et à ceux que l’on peut en déduire à l’aide d’une ou de plusieurs opé¬ 
rations dont chacune consiste à échanger entre eux deux indices qui, 
dans deux facteurs différents, occupent la même place. La fonction 
alternée S sera la somme de tous ces produits, pris les uns avec le 
signe -t-, les autres avec le signe — ; deux produits différents devant 
être affectés du même signe ou de signes contraires, suivant qu’on 
pourra les déduire l’un de l’autre à l’aide d’un nombre pair ou d’un 
nombre impair d’échanges opérés chacun entre deux indices de même 
espèce. Le nombre n des facteurs de chaque produit servira de mesure 
à ce que nous nommerons Vordre de la fonction alternée. 

Concevons maintenant que l’on représente par P l’un quelconque 
des produits qui entrent dans la fonction alternée ê. Supposons d’ail¬ 
leurs que, dans cette fonction, le produit (a) en particulier soit affecté 
du signe -t-, et que, relativement au produit P, les divers indices 

O, I. a, 3, /; — I 

soient partagés en divers groupes, deux indices i et J étant placés à la 
suite l’un de l’autre dans le même groupe, lorsque le produit P ren¬ 
ferme le facteur 

A,-,y. 

11 suffira de connaître le système des groupes correspondants à un pro¬ 
duit P, pour que ce produit se trouve complètement déterminé. Ainsi, 
par exemple, si l’indice i forme à lui seul un groupe, on en conclura 
qu’il est contenu dans un seul facteur du produit P, savoir, dans le 
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facteur A,-,,-; si l’indice i forme un groupe binaire 

(A n 

avec un autre indice i, on en conclura que les indices i, f'sont con¬ 
tenus seulement dans deux facteurs du produit P, savoir dans les 
facteurs 

si les trois indices i, i', i" forment un groupe ternaire 
on en conclura que le produit P renferme les trois facteurs 

A/'^("'3 

et ainsi de suite. D’ailleurs, pour déduire le produi^partiel 
A,*^(*A/'^/ ou A,-^/'A/'j i" A,*"^/, ... 

du produit partiel 

A/j/A/’, i" ou A,'^i A;'^Ai'^ i”, ... 

qui renferme les mêmes indices dans le produit (a), il suffit évidem¬ 
ment d’opérer un seul échange entre les seconds indices i, i' des deux 
facteurs du produit partiel 

A/ji i'j 

ou deux échanges successifs entre les seconds indices des trois facteurs 
du produit partiel 

A,j / r A/''^ 

qui, en vertu de ces deux échanges, deviendra successivement 

A/,j-A,-,,-Ar,r, 

A,\z' A/'j i" A/", 


Donc, si le système des groupes correspondants au produit P présente 
f groupes formés chacun d’un seul indice, ou, ce qui revient au même, 
/ indices isolés, g groupes binaires, h groupes ternaires, k groupes 

OEiivres de C. — S. I. t. Vï. * 
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quaternaires, etc.; enfin / groupes composés chacun de n indices 
1 1 devant se réduire à zéro ou à l’unité), il suffira, pour passer du pro¬ 
duit (2) au produit P, d’opérer entre les seconds indices des facteurs 

■A-o,Oî 

autant d’échanges qu’il y aura d’unités dans la somme 
^ —t— 2 It —f- 3 A" —H. . . H” ( ïi — l) /. 

D’ailleurs, si l’on nomme m le nombre total des groupes, on aura, nop 
seulement 

(3) /-t- 2 ^+3/i-1-4^-H-• 

mais encore 

( 4 ) f ü ^ — Tïl , 

et, par suite, 

t.) ) ^ “f~ 2 /i -4“ 3 A' H—.. . -1- ( Tl — i) ^ — Tl — 7?z. 

Donc, pour passer du produit (2) au produit P, il suffira d’opérer entre 
les seconds indices des divers facteurs autant d’échanges qu’il y aura 
d’unités dans la différence n — m-, et le produit P, dans la somme 
alternée s, devra être affecté du signe -f- ou du signe —, suivant que 
la différence n — m sera positive ou négative. On peut donc énoncer 
la proposition suivante, qui s’accorde avec le théorème énoncé dans 
{'Analyse algébrique (Note IV, p. 523 ). 

Théorè.me. — Soit s une fonction alternée formée avec les quantités que 
renferme le tableau ( i ), et dans laquelle le produit 

Vo.oAij,.. .A„_2,«— 2 A„_i^„_[ 

soit affecté du signe -f-. Les divers termes de cette somme seront les divers 
produits que l’on peut former avec n facteurs de la forme 

dans lesquels les n valeurs de i soient respectivement égales, à l’ordre près, 
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aussi bien que les diverses valeurs de j, aux divers termes de la progression 
arithmétique 

O, I, 2, 3, rt — I. 

Soit d’ailleurs P l’un quelconque de ces produits, et supposons que, rela¬ 
tivement au produit P, les divers indices 

n — I 

soient partagés en divers groupes, deux indices 

i et j 

étant places à la suite l’un de l’autre dans le même groupe, lorsque le pro¬ 
duit P renferme le facteur 

A,.,. 

Si Von nomme m le nombre total des groupes ainsi formés, le produit P 
sera, dans la somme alternée s, affecté du signe + ou du signe — , suivant 
que la différence 

n — m 

sera un nombre pair ou un nombre impair. 

Si, dans la fonction alternée è, on nomme termes semblables ou de 
même espèce deux termes qui se déduisent l’un de l’autre, quand aux 
indices 

O, I, 2, 3, n — I, 

rangés dans un certain ordre, on substitue respectivement ces mêmes 
indices rangés dans un ordre différent, les divers termes, semblables 
entre eux, seront évidemment ceux pour lesquels le nombre total des 
groupes d’indices, et même le nombre spécial des groupes de chaque 
nature restera le même, c’est-à-dire ceux pour lesquels on retrou¬ 
vera les mêmes valeurs de f, g, h, k, , l. Cela posé, il suit évidem¬ 
ment du théorème énoncé que les termes semblables seront toujours 
affectés du même signe. Donc, dans le développement de la fonction 
alternée s, on pourra se borner à écrire un terme de chaque espèce, en 
ayant soin de placer devant ce terme la lettre caractéristique 1 pour 
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indiquer la somme des termes semblables, qui pourront se déduire 
immédiatement du même terme avec la plus grande facilité. Pour 
obtenir, d’ailleurs, un terme correspondant à des valeurs données de 

f, g, /'■. •••, l, 

il suffira d’écrire à la suite les uns des autres, dans leur ordre de gran¬ 
deur, les indices 

O, I, 2, 3, ..., n —I, 

et de partager ces indices en groupes, en considérant les premiers 
indices 

O, I, 2, ..., /—I 

comme isolés, puis les indices suivants, en nombre égal à ig, comme 
formant les groupes binaires 

(/,/+!), (/+2,/+3), ..., (/+2„--2,/+2^-i), 

puis les indices suivants, en nombre égal à 37 », comme formant les 
groupes ternaires 

(/+ 2^-,/-|-2 --+- I ,/ H - 2 ^ 4 - 2 ), 


(/-h 2^-t-3/i — 3,/-t-2 ^ H-3 A —• 2,/-h 2^-f-3/i — i). 


Ainsi, par exemple, si l’on prend « = 7, l’un des produits correspon¬ 
dants à 

/=2, g—-i, /i=I 

sera celui qui répond aux groupes 

(o)» (i)> (2,3), (4,5,6), 

c’est-à-dire le produit 

Ao,o Ai_i AojS Aj,, Ai^s Aj^e Ae.i. 

Quant au nombre des diverses espèces de termes compris dans la 
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somme alternée 3 , il sera évidemment égal au nombre des solutions 
différentes de l’équation 

/■-H 2^ -1- 3/i -h 4 A- -f-... -t- «/ = n, 

qui correspondront à des valeurs entières, positives ou nulles des 
quantités 

/, g, h, k, l. 

si, pour fixer les idées, on suppose n = 5 , alors, la valeur de n pou¬ 
vant être présentée sous l’une quelconque des formes 

I -f- I -T- I -T- 2, 

I -T~ 2 -i- 2, 

1 _j_ 1 _i_ 3, 

2 4-3, 

14 - 4 , 

les systèmes de valeurs de 

«/ 

f, ff, f>, I 

se réduiront à l’un des sept systèmes 


fz=. 5, 

O* - O 

li 

P 

k = 0, 

11 

c 

/=3, 

11 

II 

P 

A=::0, 

II 

O 

/— 

Il 

to 

O* 

II 

II 

P 

O 

II 


II 

O 

A = I , 

II 

P 

II 

c 

o' 

11 

II 

A=: I, 

>> 

11 

P 

II 

O 

II 

tr - O 

O — 

II 

P 


l =r O, 

II 

O 

II 

P 

O 

11 

II 

P 

II 


et, par suite, une fonction alternée du cinquième ordre renfermera 
sept espèces de termes. 

Il est facile de calculer, pour une fonction alternée de l’ordre n, 
non seulement le nombre total des termes, ou des diverses valeurs 
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de P, mais encore le nombre des termes de chaque espèce; et d’abord, 
comme dans chaque valeur de P on peut supposer les divers facteurs 
rangés d’après l’ordre de grandeur des premiers indices, le nombre des 
valeurs diverses de P sera évidemment égal au nombre qui indique de 
combien de manières différentes on peut ranger à la suite les uns des 
autres les seconds indices, représentés par n quantités distinctes. Donc 
le nombre des divers termes de la fonction alternée S sera égal au pro¬ 
duit 

I. 2.3. . .72, 

Cherchons maintenant le nombre des termes d’une espèce donnée, 
c’est-à-dire le nombre des valeurs de P qui correspondent à des valeurs 
données de 

/, g, h, k, ..., l, 

et représentons ce nombre par 

Relativement à chacun des termes dont il s’agit, les indices 

O, I, 2, 3, ..., IX —“ I 

pourront être partagés en m groupes, la valeur de m étant celle que 
détermine l’équation (4), puis écrits à la suite les uns des autres dans 
un ordre tel que des indices placés dans un même groupe se suivent 
toujours immédiatement, et qu’aux indices isolés succèdent les indices 
compris dans les groupes binaires, puis dans les groupes ternaires, 
puis dans les groupes quaternaires, etc. D’ailleurs dans la série, ou 
succession d’indices, obtenue comme on vient de le dire, on pourra 
opérer divers changements sans qu’elle cesse de correspondre au même 
terme, et sans que les conditions énoncées cessent d’être remplies. On 
pourra, par exemple, échanger entre eux, d’une manière quelconque, 
ou les/indices isolés, ou les ^groupes binaires, ou les h groupes ter¬ 
naires, etc.; on pourra encore, dans chaque groupe, écrire le pre¬ 
mier un quelconque des indices dont il se compose; et, eu égard à la 
possibilité de ces divers changements, il est clair que les séries ou suc- 
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cessions d’indices correspondantes à un même terme seront en nombre 
égal au produit 

(1.2.. .y ) (1.2.. (1.2.. ./i).. .(-1.2.. ./).i/2æ-3*. . . n ‘, 

chacun des produits partiels 


1 . 7 .... f , \. 7 ... g , I.2.../i, 1.2.../ 

devant être réduit à l’unité, quand la quantité 

/, ou g, ou h, ..., ou l 

se réduira simplement à zéro. D’ailleurs le nombre total des séries que 
l’on pourra ainsi former avec les indices 

O, I, a, 3, ..., « — I 

sera précisément le produit 

1 . 2 . 3 . . . 72 , 

et à chacune d’elles correspondra un terme de l’espèce donnée. Donc 
le nombre 

N/,g-, A,...,/ 


des termes de cette espèce sera le quotient qu’on obtient quand on 
divise le produit 

1.2.3 ... 72 

par le produit 

(l .2 . 3 . . .y ) (i. 2 ... ^) (i. 2 . . ./i) .. .( 1 . 2 .. . /) I-''2^3*. . 


Donc, en posant, pour abréger, 

1.2 ... 772 _ 

(1.2.../)(!.2...^)(r.2...A)...(1.2.../) “ 


on aura 

(7) N/,^,7., 


I . 2 ... 71 

1.2 . . . 77Z 


(^^)/> gi 



la valeur de m étant toujours 

j -nr § 4- A -h. . . + 
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D’autre part, comme le nombre total des termes de différentes espèces, 
c’est-à-dire, le nombre total des termes de la fonction alternée s, doit 
être égal au produit 

1.2.3.../!, 

on aui“a encore 

(S) 1.2.3.. ./! = 2NV, 


le signe 1 se rapportant aux divers systèmes de valeurs de 

/, •••, I 

qui vérifient l’équation ( 3 ), et par conséquent 


,• 9 ) ,...3...,!=^^-^(//!V,„„,,.f-j 



Cette dernière formule paraît digne d’être remarquée. 

Si, pour fixer les idées, on prend n = 5 , l’équation (8) ou (9) don¬ 
nera 

I,2.3.4*5=jN5^0,(),û,0~f~N3^1^0, 0,0~+~^l,2,0,0,0~f“N2,o,l,0,ü 
^0,1,1,0,0 ~f“ Ni, 0,0,1,0+ ^ 0 , 0 , 0 , 0 , 1 5 


et, par suite, 




ce qui est exact. 

On peut observer que, dans le cas où n est un nombre premier, la 
valeur entière de 

N/, O-, A,'j 

fournie par l’équation (7), reste toujours divisible parn, excepté lors¬ 
qu’on prend 

771—n, par conséquent f=n, g~o, h — o, l = o, 

OU 


m—i, par conséquent /” 0 , g~o, h — o, _ l — \. 

Donc, dans le second membre de la formule (9), et pour le cas dont il 
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s’agit, les seuls termes non divisibles parn sont 

^/z.OjO, ...,o — ^ et — 1 . 2 . 3 . ..(/i — 1 ) • 

Donc la somme de ces deux termes doit être, aussi bien que le produit 
1.2. 3 ... n, divisible par le nombre n, toutes les fois que celui-ci est pre¬ 
mier. On se trouve ainsi ramené au théorème de Wilson. 

Observons encore que, dans la fonction 3 , le nombre des termes 
affectés du signe -t-, et correspondants à des valeurs paires de n — m, 
'est précisément égal au nombre des termes affectés du signe —, et 
correspondants à des valeurs impaires de /i — m. Donc la différence 
entre ces deux nombres, évidemment représentée par 


sera nulle, et l’on peut, à l’équation (8) ou (9), joindre la suivante 
que l’on peut encore présenter sous la forme 


\f f i\r f 
.2/ \ 3 , 


H ".' (7)’' (i 

On trouvera, par exemple, en prenant n = 5 , 

Nô,0,(1,0,0 — Na,],0,0,0+ N],5,0,0,0 + Nj,0,1,0,0 No, 1,1,0,0 — Ni,0,0,1,0 + No,o,o,o,i — 

ou, ce qui revient au même. 


I — [O 4 -10 + 20 — 20 — 3 o + 24=0, 

ce qui est exact. 

Lorsque, dans le tableau n“ 1 , on a généralement 


les coefficients 


A 


0,05 


A 


1 , 1 » 


A/,y — Ay,/, 


situés sur l’une des diagonales du carré figuré par ce tableau, sont les 
seuls qui ne se trouvent pas répétés. Les autres coefficients sont égaux 

OEuctres de G. — S. 1, t. VI. 
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deux à deux, les coefficients égaux étant toujours placés symétrique¬ 
ment des deux côtés de la diagonale dont il s’agit. Donc alors les seuls 
termes, qui ne se trouveront pas répétés plusieurs fois dans la fonc¬ 
tion alternée S, seront ceux qui correspondront seulement à des indices 
isolés et à des groupes binaires. Quant aux termes qui correspondront 
à des groupes ternaires, quaternaires, etc., c’est-k-dire, à des valeurs 
de 

h, A-, ..., / 

différentes de zéro, il est facile de voir que chacun d’eux se trouvera 
répété autant de fois qu’il y aura d’unités dans la puissance 

du nombre 2. En effet, dans l’hypothèse admise, étant donné un terme P 
correspondant à des valeurs de h, k, ..., / différentes de zéro, on ob¬ 
tiendra toujours un second terme égal au premier, si l’on renverse 
l’ordre dans lequel se trouvent écrits k la suite les uns des autres les 
indices renfermés dans un seul groupe ternaire, quaternaire, etc. 
Ainsi, par exemple, deux termes seront égaux entre eux si, pour pas¬ 
ser de l’un k l’autre, il suffit de remplacer le groupe quaternaire 

(0, I, 2, 3) 

par le groupe quaternaire 

( 3 , 2, I, o), 

attendu qu’en vertu de la formule (12) le produit partiel 

■ôo,l A|,2 AjjJ 

sera équivalent au produit partiel 

A3,2 Ao,! Ai,o Ao, 3 . 

La remarque précédente, jointe k ce qui a été dit plus haut, permet de 
former aisément les fonctions alternées, composées avec des coefficients 
pour lesquels la condition (12) est remplie. Si, pour fixer les idées, on 
suppose 71 = 6 , alors, en admettant que la condition (12) se vérifie. 
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on trouvera 

■S = Ao,o Ai,j Aj^s As, 3 Aj^i AsjS— 2 Ao,o A,,j Aj^j Aj^s Aj ^ 

4- :2 Ao,„ Ki Ai,3 Ai3 - :s Al, A|.3 a?,3 

AqjO Ai^i Aj^j As^^ Aj^s AsjJ — 2 2 Ao,o Aj_5 Ajji A^s As^j 

4 ~ ^2 Aq^ J Aj^ 2 Ag^Q A 3^3 A3 J 5 A3 3 

2 2 AojOAi,iAj^s A3^4 A^^s As^î4- 22 AJ j A2,3 As^i Aj^sAs,» 

Ao,» A],2 A2,3 A3,4 A4,5 As,! 2 2 Ao,i Ai,2 A2,3 A3,4 A4,5 As,U, 

pourvu que l’on indique toujours à l’aide du signe 2 placé devant un 
terme la somme faite de ce terme et de tous les termes semblables. 

Les principes établis dans cette Note conduisent de la manière la 
plus simple et la plus directe à la détermination d’une fonction alternée 
dont on se propose d’obtenir la valeur en calculant séparément chaque 
terme. Mais il importe d’observer que, pour de grandes valeurs de n, 
la réduction en nombres des divers termes calculés chacun à part 
devient impraticable, en raison de la grandeur excessive du produit 

1.2.3... rt. 

Comment doit-on s’y prendre alors pour obtenir, sans trop de diffi¬ 
culté, la valeur numérique de la fonction alternée? C’est une question 
qui mérite d’être examinée, et qui sera l’objet d’un nouvel article. 


122 . 


Analyse mathématique. — Mémoire sur diverses formules relatives 
à l’Algèbre et à la théorie des nombres. 

C. R., t. XII, p. 698 (26 avril i 84 i). 

Ce Mémoire sera divisé en deux paragraphes. 

Dans le premier paragraphe, je déduirai, des relations qui existent 
entre les coefficients d’une équation algébrique et les sommes des 
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puissances semblables de ses racines, une formule qui Jouit d’une 
propriété singulière. Pour toutes les valeurs entières et positives, attri¬ 
buées à deux variables que cette formule renferme, le premier membre 
se réduit à la plus petite variable ou à zéro, suivant que la plus petite 
variable divise ou ne divise pas la plus grande. 

Dans le second paragraphe, je m’occuperai de nouveau d’une ques¬ 
tion souvent traitée par les géomètres, savoir, de la résolution des 
équations indéterminées du premier degré en nombres entiers. On con¬ 
naît la solution algébrique que M. Binet etM. Libri ont donnée de ce 
problème, pour le cas de deux inconnues. Mais, quelque simple que 
soit, sous le rapport analytique, la solution dont il s’agit, nous verrons 
qu’elle peut être encore simplifiée, de manière à ne plus exiger la 
formation de Tables qui offrent la décomposition d’un nombre entier 
quelconque en facteurs premiers. 

Quand on sait résoudre les équations indéterminées à deux incon¬ 
nues, on sait aussi résoudre les équations qui renferment trois ou un 
plus grand nombre d’inconnues, puisqu’on peut commencer par choisir 
arbitrairement quelques-unes de ces dernières. Mais il peut arriver 
que, dans un problème indéterminé, on ait seulement besoin de con¬ 
naître les valeurs entières, nulles ou positives, des inconnues, et ces 
valeurs seront certainement en nombre fini, si, dans le premier membre 
d’une équation linéaire donnée, les coefficients de toutes les inconnues 
sont des quantités de même signe. Alors la question se réduit à dé¬ 
composer un nombre entier donné en parties égales ou inégales, dont 
chacune soit un terme d’une suite finie donnée. Cette question se 
reproduit dans diverses circonstances, par exemple quand on se pro¬ 
pose de développer les puissances d’un polynôme qui renferme un 
nombre fini ou infini de termes, de déterminer les sommes des puis¬ 
sances semblables des racines d’une équation algébrique ou transcen¬ 
dante, ou de calculer les nombres de Bernoulli. Dans ces cas, et dans 
plusieurs autres, le coefficient de l’une des inconnues se réduit à l’u¬ 
nité, ce qui permet de résoudre assez facilement la question, en com¬ 
mençant par fixer la valeur de l’inconnue dont le coefficient est le plus 
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grand. Au reste, j’indiquerai un moyen facile de résoudre, dans tous 
les cas, les questions de ce geni‘e, et même de les réduire à de simples 
soustractions. 

§ I. — Relations qui existent entre les coefficients d'une équation algébrique 
et les sommes des puissances semblables de ses racines. Formules singulières 
déduites de ces mêmes relations. 

Soit in un nombre entier quelconque. On aura, comme l’on sait, 

(i) (.r-+-j' + 5...)'«=:X(a, b,c, ..., 

la sommation que le signe 2 indique s’étendant à toutes les valeurs 
entières, nulles ou positives de a, b, c, ... qui vérifient la condition 

a + b + c + .. .= w, 

et le nombre entier que représente l’expression (a, b, c,...) étant dé¬ 
terminé parla formule 

, , , __ 1.1. ..m _ 

(.a, D, c, •••.> — (1,2. _a) (1.2...b) (1.2...c)...’ 

où l’on doit omettre, dans le second membre, celles des quantités 
a, b, c, ... qui se réduiraient à zéro; en sorte qu’on trouvera, par 
exemple, en supposant 

a =: , b C = . . . = O, 

I.2 . ../n 

(a,b, c, ...) = (m,o,o, •••)= 7777777^ — 

Si, dans la formule ( 1 ), on remplace la somme 

^ -4- / 4- -Cî H-. . . 

par un polynôme de la forme 

X= 4- 

on en conclura 


( 2 ) 
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la valeur de A, étant donnée par la formule 

,.j, A,=:A(a,b, 

dans la([uelle la sommation indiquée par le signe 2 devra s’étendre à 
toutes les valeurs entières, nulles ou positives, de 

a, b, b, k 

(|ui vérifieront les deux conditions 

a -f- b -h... --i- h -h k — in . 
a -T- 2 b -i--... 4- ( /i — I ) h -4 n k . 

Des équations (i , ( 2 ), (3), jointes aux deux suivantes 

\ 4 ) €"^—1 4-^4- 4 . . 

I . 

iTi'i 1(1-4 jr)=: J?-— ~4- ^-. . 

2 O 

on déduit aisément les formules qui expriment les relations existantes 
entre les eoelïlcients d’une équation algébrique et les sommes des 
puissances semblables de ses racines. Rappelons d’abord ces dernières 
formules en peu de mots. 

Soient x, ê, y, ... les racines de l’équation algébrique 

i t>) “i— {Il ^ (X^CC^ ^ H— . . . —f— Clji J oc (Xfi O, 

et 

a‘ -H + ... 

la somme des puissances de ces racines. En posant 

I 

X— — 

dans l’équation identique 

-H-... + + a„—(x — a) [x — ê) (x — y)---, 

on en conclura 

{ 7 ) —a3)(i —gi:)(i —y.:). 
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puis, en prenant les logarithmes népériens des deux membres de l’é¬ 
quation (7), et ayant égard à la formule ( 5), on trouvera 

(8) 1(14-H-...-i--r-rt-, 5"), 


et, par suite, 

(9 ) 1 -H «1 - -t- . . . 4- «„_i -«-i 4- rt',, = e'' 


Si maintenant on développe les seconds membres des équations (8), 
(9) à l’aide des formules ( 4 ), ( 5 ), jointes à la formule ( 3 ), et si dans 
les équations nouvelles ainsi obtenues on égale entre eux les coeffi¬ 
cients des puissances semblables do on en conclura 


(lO) .S-;=jX(— l)aH-b 4 -...H.-h+k — 

<i ”T“ iO "1 . • • “i~ n —{— K. 


(Il) a, — 2(—1) 




(tîjb, k) 


1 .2... (a -H h H-.. . 4 - Il -h k) ^ \2 


5® - ,ç^ 



«devant être, dans la formule (i 1), inférieur ou tout au plus égal à n, 
et la sommation que le signe 2 indique devant s’étendre, dans chacune 
des formules (10), (ri), à toutes les valeurs entières, nulles ou posi¬ 
tives, de 

a, b, h, k 

pour lesquelles se vérifiera la condition 

(12) a 4-2b 4-.. .4-(rt — i)h + ««1^ ='• 

Il sera d’ailleurs facile de calculer ces valeurs, en commençant par 
déterminer celle de k, puis celle de h, .... Ainsi, par exemple, si 
l’on a 

n = 3 , «=17, 

alors l’équation (12), étant réduite à 

a 4 ” 2 b 4- 3 c ~ 7, 

sera évidemment vérifiée par les valeurs entières, nulles ou positives, de 

a, b, c 
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,|ui satisferont à l’un des trois systèmes de formules 

c — O, a-h^b—7> 

c 31:1, a -f" 2 b — 4 ? 

C=2, a-f-2b=:T. 

On reconnaîtra pareillement que l’on vérifie l’équation 

a + ab = 7 


on prenant 

j) = 0 , 

a = 7 » 

ou 

})=: 1, 

a = 5, 

ou 

b = 1 : 2, 

a — 3, 

nu 

bz=:3. 

a = i; 

l’équation 

a -f- 2 b zr 4 

en prenant 

b = 0 , 

a — 4, 

ou 

b=: 1, 

a = 2 , 

ou 

b 3Z 2 , 

aTzno 

et l’équation 

a 4“ 2 b — I 

en prenant 

b — 0 , 

a = I 


Donc enfin les valeurs nulles ou positives de 

a, b, c, 

propres à vérifier la formule 

a + 2b 4 - 3 c= 7, 
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SC réduiront à l’un des systèmes de nombres 

7) O- 
5, I, O, 

3, 2, O, 

1, 3, O, 

4 , O, I. 

2, t, I, 

O, 2, I, 

I, O, 2. 

Cela posé, la formule (lo) donnera, pour n = 3 , f = 7, 

_ .. ( 7«Ï + 6(5, 0«i«2 + t(3,2)<7?«|-t-ï(i, 3)aia| —4(4, 


ou, ce qui revient au même, 

.«7 = — a\ — 7 (af ctjH- ®3— 3 af «5«3 — a|«3+ «i «3 )• 

Telle est effectivement la somme des 7*®““ puissances des racines de 
l’équation 

ÛO^ —i“ Cl i JC" —i— Cl 2 JC —f— 0 3 O. 

Si, dans les formules (to), (ii), on prend successivement pour / les 
divers nombres entiers 

1, 2, 3 , 4 , • • •, 

en laissant la valeur de n arbitraire, on retrouvera des formules don¬ 
nées très anciennement par Euler, savoir. 


Si = —«1, 

a\ — 2 dï.2) 

.Ç3 zzr Cl J -H 3 < 2 1 ^^2 3 ^^3 5 

ru «J -h 2 a| — 4 ^2 ~+" 4 ^3 4 <^45 

-+- 5 «J a2 — 5 ^3 4- 5 H- 5 ûTi ^4-!- 5 ^2 ^3 





OKuvres de C. — S. 1, t. VI. 
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t^î 

iii — — '^1 • 
if^z=z 'J 

(Tg — -^ g (Sj — 3 ,?î ^â-h 2S3), 

a. - ô —7 (^î — ^ ’^l ^ -f- 8 .?! .S3 C.?; )j 

* 1 .^. 3 .4 

_i-3 (SÏ — Io5?.Ço -h l5 .Çi55 -4- 205J.Ç3— 20.Î.2'^3 3o.9i5’i-h 24.95). 

!.2.3. i.;j ■ ^ 


Il existe des relations dignes de remarque entre les valeurs de 

J 7 • • • î 

fournies par l’équation (lo), et les coefficients des diverses puissances 
de : dans le développement de l’expression 

( I -T" ^I 2 H- . . • -4“ ) * * 

En effet, désignons par 

^1, ^2, ^ 3 > • ■ • 

ces coefficients, en sorte qu’on ait 

I -h = + - 

= 1 — («,- 4-. . .4-a»-'') 4- (Æi- 4-. . .4- —• ■ - . 

et, par suite, en vertu de la formule ( 3 ), 

(i3') t — l{— i)a+b+...+h+k^a^ ..., h, k)<z“ a\... a^,, 

la sommation que le signe 1 indiqne s’étendant à toutes les valeurs de 

a, I), ..., h, k 

ijui vérifient la condition (1 2). Comme l’équation (8), différentiée par 
rapport à donnera 

( 14 ) 5j c; H-5, 4--S3—^ -4... — — (cEj 4~ 2 (Z, w 4“. • .4" 14“ ^ 4“ 4~- * 
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et, par suite. 


+ S25-+ . .. =— («1-+- 2a,:- + na„z’‘-^) + -h . .), 

on en conclura 

(ï ) Si ~ 1 “ 2 Cl, ti_i -f- 3 2 

Il suit évidemment des formules (i 3 ) et (i 5 ) que, dans la valeur 
générale de donnée par l’équation (10), tout comme dans les valeurs 
précédemment trouvées de 

S 2 -) •'? 3 , .Ç5, • • •? 

le coefficient numérique d’un terme quelconque sera toujours un 
nombre entier. Donc, par suite, le produit 

_. (a, b, ..., h, k) 

9. —1“ Id -f-... -j— h —f- k. 

dans lequel 

I a “f" 2 h —f”... —[— ( /I — 1 ) 1 ^ “ 1 “ a k, 

sera toujours un tel nombre. Cette proposition s’accorde avec un théo¬ 
rème que nous démontrerons tout à l’heure. 

Il nous reste à exposer plusieurs conséquences remarquables des for¬ 
mules générales que nous venons d’établir. 

Observons d’abord que si l’on différentie l’équation (1) par rapport 

à l’une des variables x, y, z .par rapport à x par exemple, ou 

trouvera 

m(H-J' + 5 H-.. = Xa(a, b, c, .. ... 

Donc, par suite, l’expression 

a(a, b,, c, ...) 

représentera le coefficient du produit a:-*"'.. dans le développe¬ 
ment de 

/n(,r -+-_r -h : H-.. 

en sorte qu’on aura 

a(a, b,c. ...) = /» (a —I, b, c, ...) 
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la valeur de rn étant 

a + b -H C -f- . . . . 

L’équation (i6), qu’on peut établir directement, puisqu’elle devient 
identique quand on y substitue les valeurs des expressions 

subsiste d’ailleurs lorsqu’on échange entre elles les lettres a, b, c,- 

Il en résulte que chacun des produits 

a(a,b,c, b(a, b, c, ...), c(a,b, ...), ... 

est divisible par le nombre 

/« = a + b H- e +.... 

Donc ce nombre divisera le produit 

oj (a, b, c, .. .\ 


si le facteur co est de la forme 


a M + b e -H- c , 

H, e, ne, ... désignant des quantités entières positives ou négatives. 
Cela posé, pour vérifier l’exactitude de la proposition ci-dessus énon¬ 
cée, il suffira d’observer que le facteur 

« = a + ab -H.. .-t- (/I — i)h -H wk 

est précisément de la forme indiquée. Ajoutons que le plus grand com¬ 
mun diviseur des nombres 

a, b, c, ... 

est de la même forme. On peut donc énoncer encore la proposition sui¬ 
vante. 
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Théorème I. — Soient m la somme des nombres 

a, b, c, ... 

et 03 leur plus grand commun diviseur. Le produit 

w(a,b, c, ...) 

sera toujoun divisible parm. 

Corollaire 1 . — Dans le développement de 

le coefficient numérique M d’un terme quelconque sera divisible par w, 
si aucun entier ne divise les exposants de toutes les variables dans ce 
terme. Dans le cas contraire, le plus grand commun diviseur oj de ces 
exposants rendra le produit <oM divisible par m. Ainsi, par exemple, 
dans le développement de 

le plus grand commun diviseur 3 des exposants 3 et 6, dans le terme 

(3,6)j;=>7«, 

rendra le produit 

3 X (3, 6,) = 3.84 

divisible par 9. 

Corollaire II. — Le plus grand commun diviseur 03 des nombres 

a, b, c, ... 

devant diviser leur somme m, il en résulte que, dans le développe¬ 
ment de 

m divisera l’exposant numérique de tout terme où l’exposant d’une 
seule des lettres x, y, z, ... sera premier à m. Par exemple, dans le 
développement de 

tous les coefficients numériques seront divisibles par 9, à l’exception 
des suivants : 

1 , 84=(6, 3) = (3, 6 ), i 68 o = (3, 3, 3). 
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Corollaire ///. — Si m est un nombre premier, le coefficient i de 
x’", de v"', de z”‘, ... sera le seul qui ne soit pas multiple de m, ce que 
l’on savait déjà. 

Considérons maintenant la formule (lo), et appliquons-la au cas où 
l'équation se réduirait à 

x" — I = O. 

Alors, a,, ao, ..., a„_, étant nuis, on verra, dans le second membre de 
la formule (lo), disparaître tous les termes qui ne correspondront pas 
à des valeurs nulles de 

a, b, ..., b ; 

et, par suite, on trouvera 

SiZ=L n ou Si—o^ ^ 

suivant que f vérifiera ou ne vérifiera pas la condition 

nk — i, 

i‘'est-à-dire, suivant que i sera ou non divisible par n. Or, en compa¬ 
rant la valeur de i ou de avec celle que l’on obtiendrait si l’on appli- 
(juait directement la formule (lo) aux deux équations 

X— I O, H- . . ,4- -+- I = O, 

dans lesquelles peut se décomposer l’équation donnée 

— izzz O 5 

on se verra immédiatement conduit à la proposition suivante : 
Tbéorème il — Si Ton pose généralement 

^ I'ju-+-b. .-4 11-f-k, 

a + b 4 -. + •••.11). 

le nombre des quantités 

a, 1), ..., h 

étant n —i, et la sommation que le signe 1 indique s'étendant à toutes les 
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valeurs entières, nulles ou positives de a, b, h gui vèiijient la con¬ 
dition 


( ^ ^) a 4- 2 b -f-... — ! ) b — 

on trouvera 

Si~n ou .Ç,=i:0, 


suivant que n sera ou ne sera pas diviseur de i. 

Corollaire, — Si l’on pose /2 = le théorème précédent donnera 


(19) 



i — 3 ( / — 4 ) ( ^* — 5 ) 

2 2.3 


= 3 011 o: 


par conséquent 
(20) !-(-(—l)<Tl 


iji— 3) _ /(g — 4 ) (i — o) 
2 2.3 


= 3 ou O. 


suivant que i sera ou ne sera pas divisible par n. L’équation (19) s’ac¬ 
corde avec le théorème donné par M. Stern pour la sommation de la 
série finie 

2 2.3 


Le théorème de M. Stern peut donc être considéré comme renfermé 
dans le théorème II. 

Nous avons déjà remarqué que, dans la formule (ii), i était supposé 
inférieur ou tout au plus égal à n. Si le nombre entier {'devenait supé¬ 
rieur au nombre entier n, alors, a,- devant être considéré comme égal 
à zéro, on déduirait évidemment de l’équation (9), non plus la for¬ 
mule (i i), mais la proposition suivante: 

Théorème III. — Lorsque le nombre i surpasse le degré n d'une équa¬ 
tion algébrique, les sommes 

^ 2 , ^ 3 , ... 

des puissances semblables des racines de cette équation vérifient la formule 


(2.) 


(a, b, c...) 


a -h b - 1 - c... ) 


- — O, 
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l(‘ signe 1 s'élendant à toutes les valeurs entières, nulles ou positives, de 

âj 1), Cj ... 

pour lesquelles on a 

( 22 ) Si “f” 2 t) 3 C “1- • . . l . 

Corollaire 1. — Si, pour fixer les idées, on prend n = 2 , i = 3, l’é¬ 
quation ( 20 ) donnera 

— 35i^,-t- 2^3= O. 

Corollaire IL — Si l’équation donnée se réduit à 

X'‘ — 1 = 0, 

alors dans la suite 

tous les termes s’évanouiraient, à l’exception des suivants 


^3/tî • • * 

ijui seront égaux à n. Par suite, dans le premier membre de l’équa¬ 
tion ( 21 ), tous les termes s’évanouiront d’eux-mêmes, si i n’est pas 
divisible par n. Si au contraire i est divisible par n, l’équation ( 21 ) 
pourra s’écrire comme il suit 


123 ) 


(->> 


a-pb-Hc-i--.. 


(a, b, c, ...) 


.(a- 


-•••) 




le signe 1 s’étendant à toutes les valeurs entières, nulles ou positives, 
de a, b, c, ... pour lesquelles on aura 

a2b 4-3c-t-... = -i- 
n 

Mais - peut être 1 un quelconque des nombres entiers supérieurs à 

l’unité. Donc la formule ( 22 ) se vérifiera toujours, si dans cette for¬ 
mule la sommation indiquée par le signe X s’étend à toutes les valeurs 
entières, nulles ou positives, de a, b, c, ... qui offrent pour somme un 
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nombre donné, supérieur à l’unité. Au reste, cette conclusion pour¬ 
rait être immédiatement déduite de l’équation identique 


123 . 


An.vlvse siATiiÉMATiQüE. — Mémoire sur diverses formules relatives 
à l’Algèbre et à la théorie des nombres. 

C. 11 ., L XII, p. 8 i 3 (lo mai 1841). [Suite.] 


§ II. — Sur la résolution des équations indéterminées du premier degré 

en nombres entiers. 

Supposons qu’il s’agisse de résoudre, en nombres entiers, une équa¬ 
tion indéterminée du premier degré à plusieurs inconnues. Si ces 
inconnues se réduisent à deux 

‘T, _)•, 

l’équation indéterminée sera de la forme 

(’i) «.r 4-êj-= 

a, b, /; désignant trois quantités entières, et ne pourra être résolue que 
dans le cas où le plus grand commun diviseur de a et de b divisera k. 
.Mais alors on pourra diviser les deux membres de l’équation (i) par ce 
plus grand commun diviseur, et, comme on pourra, en outre, si a est 
négatif, changer les signes de tous les termes, il est clair que l’équa¬ 
tion (i) pourra être réduite à la forme 

(2) mx± ny — ±il, 

/, m, n désignant trois nombres entiers, etw, n étant premiers entre 
eux. 

dfiiWMi/e c. — s. I. t. VI. 
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Observons maintenant que l’équation ( 2 ) coïncide avec l’équivalence 

mx~àil (mocl;^) 

1.^1 (inod/0, 

td qu’en vertu de la formule 

~ / X ” (niotl 

m m 


la résolution de Féquivalence (3) peut être réduite à celle de la sui¬ 
vante : 

14^ , X = — (mod/i). 

D’autre part, si n est un nombre premier, on aura, d’après un théo¬ 
rème connu de Fermât, 

i.i) (mod;i), 

par conséquent 

— = (mod/2). 

m 


Donc alors rri^~^ sera une des valeurs de x propres à vérifier l’équiva¬ 
lence (4), de sorte qu’on résoudra cette équivalence en posant 

( 6 ) (mod/i). 

Telle est la conclusion très simple à laquelle M. Libri et M. Binet sont 
parvenus pour le cas où le module n est un nombre premier. Pour 
étendre cette même solution à tous les cas possibles, il suffirait de 
substituer au théorème de Fermât le théorème d’Euler suivant lequel, 
n étant un module quelconque et m un entier premier à n, on aura 
généralement 

17) (modn) 

si I exposant N renferme autant d’unités qu’il y a de nombres entiers 
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inférieurs k n et premiers à n ( ‘ ). En effet, l’équation (7) étant admise, 
on en conclura 


(niod/z) 


et, par conséquent, 


sera 1 une des valeurs de ^propres kvérifier l’équivalence (4), de sorte 
qu’on résoudra cette équivalence en prenant 

(^) = (mocl/i). 

L’équivalence ( 4 ), étant résolue comme on vient de le dire, entraî¬ 
nera la résolution de l’équivalence ( 3 ) qui coïncide avec l’équation ( 2 , 
et, par suite, la résolution de l’équation (i), dans le cas où le plus 
grand commun diviseur de a et de h divisera k. On résoudra, en parti¬ 
culier, l’équivalence ( 3 ) en prenant 

(9) (mod/i). 


) M, Poinsot nous a dit avoir remis autrefois à M. Legendre une Note manuscrite dans 
laquelle il avait ainsi étendu à des modules quelconques la solution présentée par M. Binet, 
et relative au cas où N est un nombre premier. Dans cette même Note, M. Poinsot donnait 
du théorème d’Euler la démonstration suivante, analogue à celle qui, dans le Mémoire de 
M. Binet, se trouve appliquée au théorème de Fermât. 

Soient 

I, Cl, b, c, ... 

la suite des entiers inférieurs à n, mais premiers à /z; N le nombre de ces entiers, et m run 
quelconque d’entre eux. La suite 

m, cim, bm^ cm^ 

se composera encore de termes, premiers à n, mais qui, divisés par /z, donneront des restes 
différents. Donc chaque terme de la seconde suite sera équivalent, suivant le module /z, à 
un seul terme de la première, et l’on aura 

i.a.h.c.,. ^ m.cim.bm.cm.. .^i.a.b.c.. (mod/z) 

ou, CO qui revient au même. 


i,a,b.c.. —1)^0 (mod/z), 

~ i~ O 


puis on en conclura 


ou 


(mod/z). 
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En résumé, l’on pourra énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — a, b, k désignant trois quantités entières, on pourra 
résoudre en nombres entiers l équation indeterminee 

,îi ax^by — k^ 

si le plus grand commun diviseur de a et de b divise k. Supposons d ail- 
leurs qu en divisant a, b, c par ce plus grand commun diviseur, et chan¬ 
geant s’il est nécessaire les signes de tous les termes de l équation ainsi 
obtenue, on la réduise à la suivante 

( i ) rnx ± ny zn ± /, 

ou, ce qui revient au même, à U équivalence 

(3) x^±z~ (mod/^), 

^ m 

/, m, n désignant trois nombres entiers, et m, n étant premiers entre eux. 
Pour vérifier V équivalence ( 3 ), il suffira déposer 

x=±ir)i^~^l (mod/i), 

N désignant le nombre des entiers inférieurs à n, mais premiers ci n. 
Corollaire L — L’équation indéterminée 

a X -y- by — k 

est toujours résoluble en nombres entiers, non seulement lorsque les 
roefficients a, b des deux inconnues sont premiers entre eux, mais 
aussi lorsque la valeur numérique du terme tout connu k est égale au 
plus grand commun diviseur de a, b, ou divisible par ce plus grand 
commun diviseur. Par suite, le plus grand commun diviseur de deux 
quantités entières a, b peut toujours être présenté sous la forme 

ax by, 

X, y désignant encore des quantités entières. 
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Corollaire IL — I,m,n désignant trois nombres entiers, et m, n étant 
premiers entre eux, on peut toujours satisfaire par des valeurs entières 
de X, y à l’équation 

mx — /2 >' — zhl. 

D’ailleurs les diverses valeurs de x propres à vérifier cette équation 
ou, ce qui revient au même, l’équivalence 

I 

x=±— (mocl/i) 

m ^ ^ 

sont toujours équivalentes entre elles suivant ce module n-, en sorte 
que, l’une d’elles étant désignée par ç, on aura généralement 

Z désignant une quantité entière positive ou négative. 

On déduit aisément du théorème I celui que nous allons énoncer : 

Tiiéouèjme II. — Soient 

nz=in^n^ 

un modale dècomposahle en deux facteurs premiers entre eux; 

r Vun quelconque des entiers inférieurs à n, mais premiers cm, et 

les restes qiion obtient quand on dwise r par le premier ou le second des 
deux facteurs 

Non seulement à chaque vcdeur de r correspondra un seul système de 
valeurs de r, 7 ;^, mais réciproquement, à chaque système de valeurs de 
/;, correspondra une seule valeur de r. 

Démonstration. — D’abord 7 ;, étant le reste de la division de rpar n, 
sera complètement déterminé quand on connaîtra r, et l’on pourra en 
dire autant de r,,. De plus, à deux valeurs données de 
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uiH' vaituir ii*‘ /’tjui tlevra être de chacune des formes 

r — // ,r. /• — 

I, V' dfsi-iiaiit lieux ([uaiilités entières. Or les deux équations 


/' r r — v 


l•lî!ra!neront la forimiie 

r — fl x =;/■-»- // y 


fi les valeurs de r, propres à vérifier cette formule, seront de la forme 


- Z- /I 


' dcM^mant l'une quelconque de ces mêmes valeurs, et une quantité 
eifîii're, [tüsitive ou négative. Cela posé, si l’on fait, pour abréger, 


/■ — a 


tliiîiiiera 


/• — 

f' zz efl -r- Z 


mu et‘ tjni revieiîl au iiièiiie, 

/• rz -f- fi 

tir, |iuisi|ue les diverses valeurs tle r que déteruiinerail cette dernière 
eijiialitiiu si h quantité entière 3 restait arbitraire, sont équivalentes 
mitre tdles suivant le module n, il est clair qu’une seule sera positive 
tU iiiférieiire a /i. Iloïic, à des valeurs données de r, r, correspondra 
«lie seule valeur de r, positive et inférieure à n. Si Ton étend le théo¬ 
rème II âii cas où le module fi est décoinposable en plus de deux fac- 
îeiirs, fiiï iibtiendfâ h proposition suivante : 

Iheoièie IIL ^ieni 

n ~ rij .. . 

ii/i moi/ii/r dàwniMMabk en plmieimfadeurs 
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: r* 

(fUi soient tous premiers entre eux; r/'iin tpielcoiujae futurs infriinu^ 
à n, et 

/*,, r^, ... 

les restes quon obtient quand on divise r par fim des faeieim 

/l^, . .. 

Xon seulement à chaque valeur de r correspondra un sm! svstemr //# 
valeurs de r mais réciproquement. à chaque système de rak!i!% 

de r , r , r,, ... correspondra une seule valeur de r. 

Démonstration. — En raisonnant (‘omme dans le cas (»ù les faetem- 
n,, /?„, ... se réduisent à deux, on prouvera d'abord <|u':t cluMiUf vab iir 

dje r répond un seul système de valeurs de r,, r , r .Suit d';iil- 

leiirs 

n' 

le produit des facteurs de n différents de n , en sorte qu'on ait 

n' — — 

et nommons d le reste de la division de r par n'. En vertu du théo¬ 
rème I, si les facteurs n,, n^ se rétluisent à trois, on verra corres¬ 
pondre une seule valeur de r à cha({ue système de valeurs de r , r , eî 
une seule valeur de /■ à chaque système de valeurs de r,, r\ par consé¬ 
quent à chaque système de valeurs de r,. r , r,. Ainsi l'on passe facile¬ 
ment du cas où le nombre des facteurs de n est 2 au cas où ce nomhrc 
devient égal à 3 . On passera de la même manière du cas où il existe 
trois facteurs de n premiers entre eux au cas où il en existe quatre, el 
ainsi de suite. Donc le théorème III est généralement exact. (|uel )|Ue 
soit le nombre des facteurs premiers de n. 

Corollaire. — Le module 

n=nptpi^... 

étant décomposable en facteurs 

« , n . n . 

f 7 fi ■ M 
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(jiii ''iiifiil jir<‘iiiii‘r^ t*ux, iioiiinioiis toujours 

/ rîiii .|ii.‘i. „!i.iuc ti.‘> cnlieis iiifêrieurs à n , mais premiers à n ; 

/ l'iiij ijiii*l>'o!i<|ii*‘(it‘^ «‘iilieis iiiiéi'ieur.'a mais premieis à /i,; 

/ ! (lu qin-lc.iinpje lies entiers inférieurs à n,,, mais premiers à 


ef suient, en outre, 

N le nombre <les valeurs de r ; 
A le nombre des valeurs de r ■. 
N le nombre des valeurs de rj 


l.es systèmes de valeurs que l’on pourra former, en combinant une 
valeur «le avec une valeur de r,,, avec une valeur de r„,, ..., seront 
évidemment en nombre égal au produit 

... 

Donc, [uiisqu'à ebacun de ces systèmes correspond une seule valeur de 
/•, et réciproquement, on aura 

N=:.N N N .... 

11 sera facile maintenant de résoudre la question que nous allons 
énoncer. 

Pboblème I. — Déterminer le nombre "S des entiers inférieurs à un modale 
donné n et premiers à ce module. 

Solution. — Pour résoudre aisément ce problème, il sera bon de con¬ 
sidérer successivement les divers cas qui peuvent se présenter, suivant 
que le module n est un nombre premier, ou une puissance d’un nombre 
premier, ou uu nombre composé quelconque, 
tir : i" si le module n est un nombre premier, alors les entiers 

î, ’i, 3, ..., n — I, /i, 

non supérieurs au module n, étant tous, à l’exception de n, premiers à 
» e module, on aura évidemment 


I IJ } 


N = «-i. 
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Alors aussi, la solution que fournira le théorème I, pour une équiitiniî 
indéterminée, ne différera pas de la solution donnée par M. Lüu-i c! 
par iM. Binet. 

2 " Si le module 

n — 

se réduit à une certaine puissance d’un nombre premier-/, alors, [tarmi 
les entiers 

I, 2, 3, ..., n — I, /I, 

dont le nombre est n, les uns, divisibles parv, seront le produit di- v 
par les entiers 

fl 

I, 2, O, - -, 

y 

dont le nombre est les autres, premiers à ou, ce qui revient au 
même, à n, seront évidemment en nombre égal à la différence 

« /' i' 

Il - — ni i- 

V -J, 

On aura donc- 

in) N = « 0 —i). 

' 5 ° Si le module n est un nombre entier quelconque, on pourra t<m- 
jours le décomposer en facteurs dont chacun se réduise -à un nombie 
premier ou à une puissance d’un nombre premier. Nommons 

... 

ees mêmes facteurs, en sorte qu’on ait 


v^, ... désignant des nombres premiers distincts les uns di‘> 

autres. Représentons d’ailleurs par 

le nombre des entiers inférieurs et premiers à , 
le nombre des entiers inférieurs et premiers à /i,, 
le nombre des enliers inférieurs et premiers à . 


If) 


GEuvres de C. — S. i, t. VI. 




COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE. 


122 

Le corollaire du théorème III donnera 



ou, ce qui revient au même, 

(i-i) N = r) (v,,— i) (v^,— i) - 

Corollaire. — Lorsque le modules se réduit au nombre 2, ou plus 
généralement à une puissance 2® de ce même nombre, la valeur de N, 
en vertu de la formule (10) ou (i i), se réduit à l’unité ou plus généra¬ 
lement à 2®~', en sorte qu’on a 

N n. 


Revenons maintenant au théorème I. On peut évidemment, dans ce 
théorème et dans les formules (8), (9), remplacer le nombre N des 
entiers inférieurs au module n, mais premiers à n, par l’une quelconque 
des valeurs de i pour lesquelles se vérifie l’équivalence 

(i 5 ) «t'= I (niod«)- 

Or parmi ces valeurs il en existe une, inférieure à toutes les autres, 
et qui, pour ce motif, doit être employée de préférence. D’ailleurs 
cette valeur particulière de i jouit de propriétés remarquables qui peu¬ 
vent servir à la faire reconnaitre et calculer. Entrons à ce sujet dans 
quelques détails. 

Les nombres entiers m, n étant supposés premiers entre eux, l’unité 
sera certainement, dans la progression géométrique 

I, m, m^, »C, ..., 

le premier terme qui se trouve équivalent, selon le module n, à l’un 
des termes suivants. En effet, une équivalence de la forme 

(modn), 
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dans laquelle 1 et i seraient entiers et j)usitils, fuitraiiu ia - 

nient une autre équivalence de la forme 

I = m' ( inoii n . 

dans laquelle le terme m' de la progression >e trouverait lemplaee par 
l’unité. Ajoutons que, si m'représente la moii!> êh-vée des pnis^:l!ll•l■■, 
entières et positives de m, équivalentes à runité suivant le module lu 
le reste que l’on obtiendra en divisant par n les teruu-s de la pi.»- 
gression 

!, m, m-, 

formera une suite périodique, dans laquelle les i premiers termes '« roal 
différents les uns des autres. Représentons par 

î, m\ in ^ 

ces premiers termes. Comme, dans la progressimi dont il 

termes seront équivalents entre eux suivant le module /i quand i!> 

répondront à des exposants de la base m équivalents entre eux Miivant 

le module C on aura évidemment 

(' = m-^ ... eh i, 

^ EH .. = //!*, I 

(î6) ' m- ™ 

..i 

~ ^ . .=/w ^ î 

L’exposant de la puissance à laquelle il faut élever la base m, pour 
obtenir un nombre équivalent suivant le module n k un reste ikiiine, 
est ce qu’on nomme Vindice de ce nombre ou de ce reste. Ctda pose, il 
est clair que, dans les formules (i6), les indices corresptiîitbiîiî> au 

reste i seront représentés par les exposants 

O, 1, 2 4 . . . , 

les indices correspondants au reste m' par les exposants 

î, f~rî, 21 U-1, .... 
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!.‘s iniîiees correspondants au re.ste m" par les exposants 

2 , £ — 9 . , 21 -^ 9 , . . . , 

enfin les indices correspondants au reste par les exposants 

I ! , !î / — î , 3 £ — I. 

Diific, puisque les restes 

î, m\ m\ .... m 

seront tous inégaux entre eux, les seuls indices positifs de 1 unité 
seront les divers multiples de- 4 et le plus petit de ces indices ou le 
nombre i montrera combien la suite périodique des restes, indéfini- 
ment prolongée, renferme de restes différents. L’étendue de la période 

formée avec ces restes 

î, m\ m% 

se trouvera donc indiquée par le plus petit des indices de l’unité, au¬ 
quel nous donnerons, pour cette raison, le nom à'indicateur. Cela posé, 
»n pourra évidemment énoncer la proposition suivante : 

Théorème IV. — m, n désignant deux nombres entiers, et m étant pre¬ 
mier ü n, ks seules puèsances entières et positives de m qui seront équiva¬ 
lentes à runité, suivant le module n, seront celles qui offriront pour expo¬ 
sants f indicateur i correspondant à la base m et ses divers multiples. 

Oo déduit immédiatement du théorème IV celui que nous allons 

énoncer : 

Tiîéoeème V. — Si le modale n est décomposable en divers facteurs n^, 

en sorte quon ait 

Il — . . 

et $1, h base m étant un nombre premier à n, on nomme 
ks indicateurs comspondants aux modales 
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l'indicateur i, correspondant au module u. sera le plus pHii mmh„ ,mo, 
qui soit divisible par chacun des indicateurs i . 

Démonstration. Ln effet, 1 intlicateuri fori'esjmntiant aii iin>i!ul<' /> 

seiti plus petite des valeurs de J pour lesijuelles se vi‘rîtii‘r;i la fbniiuJt* 

m‘~i fniod/ii. 

D’ailleurs, n étant égal au produit des facteurs « . ... i..i- 

mule entraînera les suivantes : 

m‘~\ (mod/ij, = t tmod// .. 

Donc, en vertu du théorème précédent, i devra être è l.t l‘oi> un d.- 

multiples de n^, un des multiples de «,. Donc la valeur elien h.-. 

de i sera la plus petite de celles qui seront à la foi- divi-iid. - 
par /? __ 

L’indicateur i, correspondant à un module donné //, varie générale¬ 
ment avec la base m \ mais cette variation s’effectue suivant cerfaine- 
lois, et l’on peut énoncer à ce sujet les propositions suivantes: 

Théorème \T. — Si la base m est décomposable en deux facteurs 

m , 

aiurquels correspondent des indicateurs 

/ . / ^, 

premiers entre eux, dans le cas où le nombre n est pris ptmr module, un 

aura, non seulement 

ni z=z , 

mais encore, en désignant par i Pindicateur eonrspondafii à la base m ri 

au module n, 

i z=. 1 ^. 

Démonstration, ~~ L’indicateur i relatif à la Iiase /?i vérifiera la f«ir- 

niiile 

I (mod/iV 

de laquelle on tirera 




m 
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.•î. g.‘i!eraU*mt-nt. >1 !'«>» <iésif;ne pary un multiple quelconque de i, 

(moiln) 

i»îi. re i|iii reviriit mi niriiie, 

= i tmod/ï). 

jiarî, Its iiiilicateurs /, relatifs aux bases m , vérifieront 

éijîiîvaleîices 

M m;=!, (mod/2'ï; 

>*} il sutïira que /, divise y pour que la première des formules (19) en¬ 
traîne l’équivalente 

/«f~! (niod/i), 

|Nir €iMiséc|iieiit, eu é^artl à la formule (î 8 j, l’équivalence 

f/e=i (mod/i), 

i|iii suppose mirle tfiéoréïïîe IV : j divisible par 4. Ainsi, de ce que le 

iiiiiiibre I vérifie Féquivalerice 

/iO'ezi <jïîod/n, 

il résiilte qm tout multiple de /, divisible par f, sera en même temps 
divisible par/,; en sorte que divisera nécessairement le produit ù], et 
par suite le nonilire 1, si 1’, ^ sont premiers entre eux. Mais alors f, 

divisible pan , tievra Fétre pareillement et, pour la même raison, par 
si f sont premiers entre eux, tout nombre i\ propre à vérifier 

Féqiiivâleict^ 

//e = i unod/i), 

sera divisible par le produit et l'indicateur correspondant à la 
base ou la ■plus petite des valeurs de i pour lesquelles on aura 

»ez=! imod/^), 

devra se réduire 1 ee produit. 
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Théorème YII. — Soient 

K » 

/es indicateurs correspondants à deux bases diverses 

mais à un même module n. Le plus prnml commun diviseur i»} des imliea- 
teiu's pourra être décomposé, souvent même de plusieim manières', r/i 
deux facteurs u, v tellement choisis, que les rapports 

i, / ^ 

- ' 5 

il i' 

soient des nombres premiers entre eux, et, si ron pose alors 

m = //i" 5 

Vindicateur i, relatif à la base m, sera le plus petit nombre entier ipte puis¬ 
sent diviser simultanément les indicateurs i^, 

Démonstration, ~ Concevons que le plus grand coiiimuri liiviseiir t*. 

de soit décomposé en facteurs 

a, 3, y, 

dont chacun représente un nombre premier, ou une puissam^e tfiiii 

nombre premier. Deux produits 

U, i\ 

formés avec ces mêmes facteurs, de manière que Ton ait 

uv z=z f,i, 

fourniront, pour les rapports 

— i —J 

il V 

des nombres premiers entre eux, si l’on fait concourir chaque* lactcur, 
par exemple le facteur *, à la formation du produit h, quand x est pre¬ 
mier à du produit c, quand x est premier Ap enfin du produit a ou 
du produit c indifféremment, quand a est premier à chacun des deux 
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lis 

iiomliii's 

i, 

_ J — . 

a a 

Lfs tk-iix [)rui!uits «, r étant formés, comme on vient de le dire, pour 
•léduire le théorème YII du théorème YI, il suffit d’observer que, 

étant les indicateurs relatifs aux bases 

les nombres entiers 



seront les indicateurs relatifs aux bases 

m\ 

H que, tes indicaieiirs étant premiers entre eux, la I)ase m déterminée 

par la formule 

m — 

tlevra rorrespondre à Findicateur 

é _ ij,, 

~ e ~ G) 

Or eette dernière valeur é sera précisément le plus petit nombre entier 
que [fuissent diviser simultanément les indicateurs i,, i,,. 

Corollaire I. — Pour montrer une application du théorème YII, con¬ 
sidérons en particulier le cas où l’on aurait 

« = 78, 

m, = 5, m^=i2Ç}. 

Oomme 

5 ' et 29' 

seront les puissances les moins élevées des nombres 5 et 2g, qui, divi¬ 
sées par le module 78, donneront pour reste l’unité, on aura nécessai- 
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rement 
et, par suite, 


e = / rrÜ, 


attendu que, des deux rapports 


2 


Mîl 


It second seul sera premier au facteur 2 de 01. L(‘la [lo^f, piuir (ilUciiîî 
une hase w, correspondante à l’indicateur 


il suffira de prendre 
et, puisque 

il suffira de prendre 


î >. 


ni — /il" /il' m "k-hj- : 
29-^71=— J lîllOlljN'. 


/il nn " !. 


Effectivement, 71 est la première puissance de 
donne pour reste runité. 

('omllaiiY H. — Étant données deux hases 

/il^, 

qui correspondeut à deux indicateurs différents 


qui,divisée par 78, 


K , , 

on peut toujours trouver une troisième base 

m 

qui corresponde à l’indicateur i représenté par le plus petit ile> 
qui divisent à la fois les deux indicateurs donnés. 

Corollaire IIL — Soient 
trois bases diflerentes, et 

/ , /_ , 

OEiwresdeC. — S. I, t.VÎ. * 
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les iiidicattHii's (|ui correspondent à ces trois bases, mais à un seul et 
même niodule n. Si l’on nomme i' le plus petit nombre que diviseront 
>imuUanénient /, et / , le plus petit nombre i que pourront diviser 
simultanément et i' sera en même temps le plus petit des nombres 
divisibles par chacun des trois facteurs 

û’ 

D’ailleurs, à l’aide du théorème VII, on pourra trouver, non seulement 
une base in correspondante à l’indicateur i', mais encore une basew 
correspondante à l’indicateur i. Donc, étant données trois bases diffé¬ 
rentes avec un seul module, on peut toujours trouver une nouvelle 
hase qui corresponde à l’indicateur représenté par le plus petit des 
nombres que divisent les trois indicateurs correspondants aux trois 
bases données. En appliquant un raisonnement semblable au cas ou 
l’on donnerait quatre ou cinq bases au lieu de trois, on obtiendra géné¬ 
ralement la proposition suivante ; 

TnÉor.ÈME VIII. — Etant données plusieurs hases différentes 

ni^. ni , ni ., 

Ui-ee un seul module n, on peut toujours trouver une nouvelle hase qui cor¬ 
responde à l'indicateur représenté par le plus petit des nombres que divisent 
il la fois les indicateurs correspondants aux bases données. 

Corollaire. — Si le système des bases données 

m, m, ... 

comprend tous les entiers inférieurs au module donné n et premiers à 
ce module, les indicateurs 


U- U. 

relatifs à ces mêmes bases, seront tous ceux qui peuvent correspondre 
au module n. Cela posé, on doit conclure du théorème VIII que tous 
h s indicateurs correspondants à un niodule donné divisent un même 
nombre qui coïncide avec l’un de ces indicateurs. Il est d’ailleurs évi- 



EXTK \1T _\“ ii:i. , , 

(lent ([UC ce (lerni(‘i“ doit être le plus »i-aiid de t<.ns le- in.ii.-,,ieiii., ,n: 
celui qu’on peut appeler Vindicateur lua.virmun. Xuiitii)nii> 1 . i l nni - 
cateur maximum. En vertu de la remarque [uveedente et du the..- 
rème IV, r('‘quivalence 

I 50) //i'~ I . Iilll.l U 

se trouvera vérifme toutes les fois «pie le mmiltre m >era preiuifî tu 
module/;; et, dans cette supposition, on rt-soudra eu nomi.re'. eoti.-i- 
l’équation 

m.r — it y —~l. 

en prenant 

( 31 ) a HHn 

II nous reste ii déterminer, pour elmtjiie iiiiHlule n, riiiîlii-ibuir iio!\ - 
îniim 1. Cette détermination de l'indicateur iiiaxiiiiuin >e trouvé inii- 
mement liée à la recherche des valeurs eoiTesponihinîes de la hase m, 
valeurs que nous appellerons raa/z^5/>r///z//iVe5 du module /i, tut 
ralisant une définition admise par les géomètres pour le ras tni re 
module est la première puissance ou même une puissance qiieieiiQqiie 
d’un nombre premier impair. D’ailleurs la déteriîîinaîiniî fiiinl il sie/û 
se déduit aisément des propositions déjà établies, jointes à qiieiijiifs 
autres théorèmes que nous allons énoncer. 

Théorème IX. — Soieni n im nombre premier, et X une fi met ion tnilrr' 
de X, dans laquelle les coefficients numériques des diverses puissimces r/r ,i 

se réduisent à des nombres entiers. Si F on nomme rime racine de 
calence ^ 

(22) X^o Hîîod/il, 

et X^ un second polynôme semblable au polynôme X, mais du degre mime- 
diatement inférieur, on pourra choisir ce second polynôme de mamerf^ f iir 

fon ait, pour toute valeur entière de x, 

( 23 ) X = {x — r)\ (iiiocî/iu 

Démonstration. — En effet, soit R ce que devient X pour .r r. fji 



13-2 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

(litféreneo X — R sera ilivisible algébriquement par x — r, et le quo¬ 
tient sera un'polynôme X, semblable au polynôme X, mais du degré 
immédiatement inférieur. Comme on aura d’ailleurs identiquement 


et de plus 


R™o f'mod/i). 


oîi en conclura, en attribuant à æ une valeur entière quelconque, 

X = )X^ (inod/O. 

CorollaiiT L — En vertu de la formule (23), réquivalence i 
réduite à 


(’.r — /•)X;==o (inod/Oî 


se décomposera en deux autres, savoir : 

( 2 i ) æ — r = O, X^ = O {mod n ). 

11 est d’ailleurs aisé de voir que le coefficient de la plus haute puis¬ 
sance de X restera le même dans les deux polynômes X, X,. Cela posé, 
concevons que, ce coefficient étant premier au module /?, la racine r se 
réduise à l’un des entiers inférieurs à ce module, et nommons 


r, r', r , ... 

les diverses racines de l’équivalence (22), représentées par divers 
entiers inférieurs à n. Une racine r\ distincte de r, ne pouvant vérifier 
la première des formules (2.4), vérifiera nécessairement la seconde. Si 
d’ailleurs le polynôme X est du premier degré ou de la forme ax 
a étant premier à /?, on aura 

et, la seconde des formules ( 24 ) ne pouvant être vérifiée, l’équation (21) 
n’admettra point de racine distincte de r et inférieure h. 71, Si le poly¬ 
nôme X est du second degré, alors, le polynôme X^ étant du premier 
degré, la seconde des formules ( 24 ) admettra une seule racine infé¬ 
rieure à n, et par suite l’équation (22) admettra au plus deux racines 
distinctes inférieures à n. En continuant ainsi à faire croître le degré 
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(lu polynôme X, on tléduii-a évidemment des lôniiu!.- -.>] U, v- 
lion suivante : 

Théorème X. - Soient n un nombre premier, et X une f,meti,m , „ih „ 
de X, dans laquelle les coefficients numériques des dk erses puissances d, , 
se réduisent à des nombres entiers, le coefficient de la puissance lapins eb- 
vée étant premier au module n. Le degré du pidvmme X ne pourra - //, 
surpassé par le nombre des racines distinctes et inférieures d n qui rtrifenaa 
l’équivalence 

X s 1 1 i iiioii n 1. 

Corollaire I. — Le module n étant un nomlire premier, lU 1 ehuü 
l’indicateur maximum relatif à ce module, ehaeiin des muiiluc' 

I , 2, 3, . . . , !l — ! , 

inférieurs et premiers au module n, représentera une valeur de n, 
propre à vérifier la formule (20) et sera par eonsécjuent une racine de 
l’équivalence 

—1=0 (mo(l«). 

Donc, en vertu du théorème X, l’indicateur maximum I iie pourra être 
inférieur au nombre des entiers 

î, 2, 3^ .... Il — I . 

c’est-k-clire au nombre 

- ! ; 

et puisque, en vertu du théorème IV, joint au tliéorèoie de Feriiial, 
I devra diviser ce même nombre, on aura nécessairement 

( 20 ) I— \=:/l — I. 

Corollaire IL — La formule ( 25 ) s’étend au cas oii rmî îtiîrail 

n =: 2 , 

et par suite 

I=Nrz:l. 

Supposons maintenant que le module n cesse d’étre un lîoiiilire prt^ 

mier; alors on établira facilement les propositions suivantes. 



l.r, (;(t.MI>TES KEMILS DH LACADÉMIE. 

liiioiiKMF. XI. - (‘td'd un module quelconque, i un nombre entier, 

I nm- qiuinlitf entière qui vérifie l’équivalence 

.r I IIIIOCÎV), 

■ ! Z le quotient de v — i par-n l'équation 
i ntrainira l'équivalence 

>-> lîiiodv-). 

Démonstration. — Eu effet, (!an:r; le développement de 

.l-‘ = fl — v; 1', 

luus les termes, à l’exception des deux premiers, seront divisibles 

par V-. 

t'vrollaire /. — Si s ou / sont divisibles par v, la formule ( 27) se ré¬ 
duira simplement à la suivante : 

tS ■ ,r- 3 H I i moilv-l. 

Mais eette réduction ne pourra plus s’effectuer si :? et / sont pre¬ 
miers à V. 

ComUaire II. — Si / est premier à v, la valeur de cc fournie par ré- 
quation 

ne pourra vérifier la formule 28 ;, à moins que ne devienne divisible 
par v, c’est-à-dire à moins que l’on n’ait 

ej) .r =51 (modv-). 

(ontllaire III. — Supposons que v devienne un nombre premier, et 
que la quantité entière .r soit équivalente à l’unité suivant le module v, 
mais non suivant le module v-, en sorte que x vérifie la condition (26), 
sans vérifier la condition ( 2<) : on ne pourra satisfaire à l’équiva¬ 
lence s 28) qu en attribuant à l’exposant i une valeur divisible par v. 
Donc, parmi les puissances de x qui deviendront équivalentes à l’unité 
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suivant le module v^ la moins élevée sera r . Hsi d'anlres termes. 
V sera l’indicateur correspondant au module 


fi Z=Z 'j~ 

et à la base 

•e = i --VC, 

tant que restera premier à v. 

torollaire /I. Si, le moduiev étant un nombre premier, la (jnantite 

zz: I -T- 'i J 

devient positive et inférieure à v-, elle ne pourra être (ju’un tenue 4.- 
la progression arithmétique 

(30) I, i -r- V, I — , 1 — , V - ! V. 

Or, comme le premier terme de cette progression véritie seul la for¬ 
mule (29), il résulte du corollaire précédent ([ue l’indicateur corres- 
pon’dant à l'im quelconque des autres ternies et au module v- sera le 
nombre premier v. 

Corollaire V. — Si, dans les formules (264 28}, (29 , on rem¬ 

place X par X et y désignant deux nombres entiers jiremiers à v. 
ces formules deviendront 

^ x = >• ('modv i, 

( 3 i') - .f‘=y‘ imodv-i, 

I ' 

X = V (modv-1. 

Donc, lorsque i sera premier à v, non seulement les formules . 28 1 et 
(28) entraîneront la formule (29), mais de plus les deux première^ 
des formules (3i) entraîneront la troisième, d’où il résulte qu'elles ne 
pourront subsister en même temps, si x, y sont tous deux positifs et 
inférieurs à v-. 

Corollaire VI. — v étant un nombre premier, rune racine primitive 
de V, et X l’une des quantités entières qui vérifient la tormule 


(32) 


.r==/- (modv). 
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nommons /l’indicateur correspondant à la base ret au module 


/I — 

< tn aura 

I (modv-). 

par conséquent 

(modv); 

et, comme la formule (32 

) donnera 


(modv), 

on aura encore 

(modv). 


Donc, en vertu du théorème IV, i sera, ou le nombre v — i qui repré¬ 
sente l’indicateur correspondant au module v et à la racine primitive r, 
ou un multiple de ce nombre. Mais, d’autre part, l’indicateur i devra 
diviser le nombre N des entiers inférieurs et premiers à v-, savoir le 
[•roduit 

N=::.v(v-l^. 

Or, V étant premier, les seuls multiples de v —-1 qui diviseront ce pro¬ 
duit seront 

V — I et N. 

Donc, dans l’bypotbèse admise, on aura 

/ = v — I ou i =: N = y (v — l). 

Observons maintenant que, parmi les valeurs de x propres à vérifier 
la formule (Bu), celles qui seront positives et inférieures à v® se rédui¬ 
ront aux termes de la progression arithmétique 

(•i'i) r, /’ + y, /--(-(y —i)y. 

et qu’en vertu du corollaire précédent, si l’on désigne par æ, r deux 
•le ces termes, l’équation 

.r'=y‘ (modv-) 

ne pourra subsister, quand i sera premier à v. Donc la valeur v — i de 
l’indicateur i ne pourra correspondre qu’à un seul des termes de la 
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i-n 


[»rogrcssion i'i , et, pour chacun des autres ternie>, on aura uéc!‘'>ai- 
rement /= N. 

Corollaire VIL — Le module 

.V ■=. >- 

étant le carré d'un nombre premier v, un ^eul terme de la pro^re-.- 
sion i;^ 33 ) peut représenter une racine de l’équation 

t'’ 4 ) = i (inodv-i. 

Pour chacun des autres, l’indicateur i acquiert la plu> giandi- valeur N 
([Li’il puisse atteindre, puisqu’il doit diviser N. Donc tuu^ les tenm 
de la progression '33 ', qui ne véritient pas la condition 3 'i , Mtnî des 
racines primitives de v-, et l’indicateur maximum I relatif au modnie 
V- est 

( ) I ZH N HZ. V (v — I !. 

Corollaire VIII. — La formule 1^35) s’étend au cas même où l’on 
aurait 

V HZ 2, /I zzz zzz 4 

vt, par suite, 

\ =1 2. 

On a donc, en prenant 4 P^ur module, 

IzzzNzzz'î. 

.Mors aussi l’on obtient une seule racine primitive r iîîférieiire à i, 

savoir 

;• zzz 3. 

Théorème XI 1 . — i éiant un nombre pnmier ti -r une i/iumiiii 

entière qui vcrifte f équivalence 

(raoilv'i, 

si Von représente par n la puissance la plus élevée de v qiu (luise lu diffé¬ 
rence 


OEuvres de C. — S. 1, î. \I. 
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k produit nv représentera 
différence 

à moins que Von ri ait 


la puissance la plus élevée de v 

~ I, 

X = V =rz 2. 


qui divisera la 


Démonstration. — Nommons -s le quotient de ^ — i par n. On aura 

X ~ I nz^ 

Z étant, par hypothèse, premier à v. Or, dans le développement de 

x^z=z.{i + nzy\ 

les termes extrêmes seront 

I, 

('t tous les autres seront évidemment divisibles par le produit nv. 
D’ailleurs, v étant facteur de n, le terme 

la z^= 


sera lui-même divisible par le produit nv. Donc ce produit divisera la 

diiférence 

— I. 

Il y a plus, V étant un facteur de n, v- sera un facteur de à moins 
que Ton n’ait 

(36) . 7^ = V=::2; 

et par suite, si la condition ( 36 ) n’est pas remplie, tous les termes qui 
suivront les deux premiers dans le développement de 

seront divisibles ou par n-v ou au moins par nv^. On aura donc alors 

x'^ = i-{- ?ivZ (mod /IV-). 

Donc, étant premier à v, le produit nv sera la puissance la plus éle¬ 
vée de V qui divise la différence 


x'^—i. 
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Corollaire I. Si, dans le lliéorènie XII, un renipLe e 'iii . 

ment O-par .r\ puis para:--.. en eonehira que. .!aii> ilnj.uîl,,... 

adtnise, les puissances les plus élevées .le propre> i, diviser !. . dü- 
l'ércnces 

•e'—1, X- — !. ./••'---!. 

seront respectivement 

nv, hvK ri’j\ .... 

On doit toujours excepter le cas où l’on aurait n = ; =z 2. 

Corollaire H. — En remplaçant dans le corollaire precedeia 1 par j . 
on obtiendra une proposition dont voici l'énonce : Si. -, > j cJaiit ni. 
nombre premier, on représente par n la plus élevée de> p!ii>N.in..!■ 
qui divisent 

— ! , 

alors les puissances les plus élevées de v, qui divi'.-;eront le> diîlereii.-i s 

— I, x^'^‘ — !, — I, .... 

seront respectivement 

n-j, /l'j-, fl'P . 

il moins que l’on n’ait n = v = 2. 

Corollaire III. — v étant un nombre [n-cmier inqtair. et / une racine 
primitive de v^, la dilTérence 

/•v-l - J 


sera divisible une seule fois parv. Donc, en vertu du corollaire H. le» 
puissances les plus élevées de v qui diviseront les diliérences 




(37) 
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(|ui seront équivalents à l’unité, suivant le module D’autre part, si 
l’on nomme i l’indicateur correspondant à la base /• et au module on 
aura 


t‘t, il plus forte raison. 


/■'=! tmodv') 
(motlvi; 


d’où il résulte que i devra être un multiple de l’indicateur v — r cor¬ 
respondant à la base r et au module v. Donc i, qui devra en outre divi- 
>er le produit 

représentera l’exposant de r dans le premier des termes de la suite , 3 -; 
qui seront équivalents à l’unité suivant le module v“. On aura donc 
nécessairement 

t = N = (v — 11. 


Cette dernière valeur de i étant la plus grande que puisse acquérir un 
indicateur relatif au module v®, nous devons conclure, des observations 
précédentes, qu’une racine primitive rde v- sera en même temps une 
racine primitive de v“, et que, dans le cas où le module 


/I — -J-' 


se réduit à une puissance d’un nombre premier impair, l’indicateur 
maximum T est déterminé par la formule 

(38i I — N = v“~* (v —-1). 

Corollaire IV. — Considérons en particulier le cas où l’on aurait 


« = V = a 


et supposons en conséquence la différence 

.V — I 

divisible une seule fois par le module a. La différence 

■r’— I — (.r — C (_./• -H i) 

sera composée de deux facteurs x—i, .r-h- r, divisibles l’un par a, 
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1 autre par 4 . Elle sera donc divisilile au iiîoiîis par ii* niiiiiîin^ H* 
a-dire par le cube de 2 . Cela posé, iioiüiinons n la jdiis iiaiile 
de 2 qui diviserai- ~ i. En vertu du coroüairt* II, 1rs jiîiiNsaïii*i»^ 

plus élevées de 2 qui diviseront les difTérencis 

X~' - I 5 -I , ... 

seront respectivement 

2 /1, 2 - /I, .... 

Donc, si a surpasse 2, le premier ternie de la suite 

xS ... 

qui deviendra équivalent à l’unité suivant le module 2- >era 


la valeur de i étant 

, I 

( 39 ) 

D’autre part, l’indicateur correspondant à la base jt, et au module :i\ 
devra être un diviseur de 

N = 2^-’. 

11 se trouvera donc compris dans la suite 


2, 2-, 2', 

et ne pourra être que la valeur précédente de 1. Cette même valeur 
deviendra le plus grande possible lorsque le nombre n se réduira sim¬ 
plement à 8, ce qui arrivera si l’on prend 

ar = 3 ou = 


puisque l’on a 


Par conséquent, 

(40) I = |N = 2-* 

sera l’indicateur maximum relatif au module 


« =2"> 4 - 
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La formule (4o) s’étend au cas même où l’on aurait a = 3 , et donne 
alors, comme on devait s’y attendre, 

I=iN = 2 . 

A l’aide des diverses propositions que nous venons de rappeler et 
((iii pour la plupart étaient déjà connues (uofrles Recherches arithmé¬ 
tiques de M. Gauss et te Canon arithmeticus de M. Jacobi), il nous sera 
maintenant facile de résoudre la question suivante : 

Pi!OBLÈ.ME II. — Tmuver l'indicateur maximum I correspondant à un 
module donné n. 

Solution. —■ Pour résoudre ce problème, il faut considérer successi¬ 
vement les divers cas qui peuvent se présenter, suivant que le module n 
est un nombre premier ou une puissance d’un tel nombre, ou un nombre 
<'omposé. 

Si le module n est un nombre premier v, ou une puissance d’un 
nombre premier impair, ou l’une des deux premières puissances de 2, 
alors, en nommant N le nombre des entiers inférieurs à n, et premiers 
à n, on aura généralement, d’après ce qui a été dit ci-dessus, 

l = N = „(.-i); 

et en particulier, si n se réduit à 2 ou à 4. 

I = N= 

Si le module 72 est une puissance de 2, supérieure à la seconde, on 
aura simplement 

Enfin, si le module n est un nombre quelconque, on pourra le dé¬ 
composer en facteurs 

II,, n,„ 

dont chacun soit un nombre premier ou une puissance d’un nombre 
premier. Soient alors 

L, L, ••• 



extrait N» 123 . j,.j 

les indicateurs maxima correspondants aux modul.*s 

.... 

En vertu des théorèmes III et V, une hase donnée r M-ra une r.iciii. 
primitive de n, si cette hase, divisée sllcct‘s^iveiilt•^t par ehacun di‘> 
nombres n^, fournit pour restes des raeines piiniitives de ce' 

mêmes nombres, et I sera le plus petit nombre enfler dividble è la 
fois par chacun des indicateurs 

h- I.., • 

La solution du problème précédent fournit, pour la résolution de- 
équivalences du premier degré, une règle très simple, tjui se réduit ii 
la règle donnée par iM. Libri et par M. Binet, dans le .-as particulier ..ii 
le module est un nombre premier. La nouvelle rî-gle, d'après ce t|uc 
nous a dit M. Poinsot, coïncide, au moins lorsque le module est pair, 
avec celle que lui-méme avait indiquée dans la Note manuscrite remi>f 
à M. Legendre. Appliquée au cas où l’on prend pour module un noridirc 
composé, elle n’exige pas, comme les méthodes présentées par 31 . Libri 
et 31 . Binet, la décomposition de ce module en facteurs premiers, et ce 
qu’il y a de remarquable, c’est qu’alors l’application devient d’autant 
plus facile que le module est un nombre plus composé. 3îontrüns lu 
vérité de cette assertion par quelques exemples. 

Pour que toute équation indéterminée à deux inconnues puisse être 
résolue immédiatement à la seule inspection des eoeftlcients de ces 
inconnues, dans le cas où l’un dos coefficients ne surpasse pas looo, il 
suffit que l’on construise un Tableau qui, pour tout module renlerme 
entre les limites i et looo, fournisse l’indicateur correspondant a ce 
module. Or, à l’aide de ce Tableau, dont la construction est lacile 
(rofrla solution du problème II), et dont une partie se trouve a la suite 
de ce 3 Iémoire (page i-p), on reconnaît que l’indicateur a correspond 
aux modules 

3 , 4 , 6, 12, 24. 

Donc, pour chacun de ces modules, l’inverse d un nombre donné esl 
équivalent à ce nombre même. 
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Ainsi, en jiartieulier, l’inverse du nombre rQ suivant le module 24 
équivalent ii 19. En d’aulres termes, 19 est une des valeurs entières 
de -r (|ui vérifient l’équation indéterminée 

19 X - 24 J' — I . 

Eileetivement, le carré de 19 ou 36 i, divisé par 24, donne i pour 
reste. 

De ce que l’indicateur 4 correspond aux modules 

5 , 10, 1.5, 16, 20, 3 o, 4 o, 48 > 60, 80, 120, 240, 


il résulte immédiatement que, pour chacun de ces modules, l’inverse 
d’un nombre donné est équivalent au cube de ce même nombre. Ainsi, 
en particulier, l’inverse du nombre G7 suivant le module 120 est équi¬ 
valent au cube de G7, par conséquent au produit de G7 par 49 ) ou 
à 43. En d’autres termes, 43 est une des valeurs de x qui vérifient l’é¬ 
quation 

67.r — î 20 >' 1= I. 


Kfleetivemeiît, 


67 X 43 = 2881 = 24 X 120 4- I. 


De ce que l’indicateur G correspond aux modules 

7, 9, i 4 , 18, 21, 28, 36 , 42, 56 , 63 , 72, 84 , 168, 5 o 4 , 

il résulte immédiatement que, pour chacun de ces modules, l’inverse 
d’un nombre donné est équivalent à la cinquième puissance de ce 
nombre. Ainsi, en particulier, l’inverse du nombre 17 sera équivalent, 
suivant le module jo4, à 

i7" = i4i9857, 

par conséquent à 89. En d’autres termes, 89 est une valeur de x propre 
à vérifier l’équation indéterminée 


Effectivement, 


i7.r — 5o4 >■ = I. 

17 X 89 i 5 i 3 = 3 X . 5 o 4 4-1. 


Gomme, dans la méthode ci-dessus exposée, la valeur de x est tou- 
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Il ^ 

jours exprimée pur une puissaiiee euiioîit^ du !»* * .Ji'in 

pourra s’exécuter comoioiléiiieîiU û raide iltes Taliîp> .dt^ In-arillinir 
même quand riiidicaîeiir sera tujrnpüsé de piiisit*urs i:liilîVr>. 

Tableau pour Ici détermination de i'indicainn' nifi.rimnm I em rt f 

à un module dfumr n. 


n. 

1. 

n. 1 

i 

1 

//, 

I. 


1. 


1 

i. 



1 

91 

6 

41 ' 

40 

61 

Cn 

81 

* 1 

2 

1 

99 ; 

lO 

49 

fl 

G> 

üi ï 

H » 

* * 

’3 

9 

93 

99 

43 

i 

G] 

r> 

‘-î J 

V , 

4 

9 

94 

9 

11 

i t 

64 

I >,3 

t 


5 

4 

95 

90 

1 > 

i » 

iri 

ï 2 

S 5 


6 

9 

26 

19 

i6 

9 i 

f‘»ii 

I‘î 

Ml 


7 

6 

97 

î8 

47 

46 ) 

6*7 

f.fi 

S” 

.* H 

8 

9 

98 

G 

48 

l 

68 


h S 

lu 

9 

G 

99 

98 

49 

h 

Gij 

9 9 

81J 

h S 

ÏO 

4 

3o 

4 

5 o 

90 

70 

n 

(50 

1 » 

î I 

10 

3i ' 

3o 

5 i 

i iG 

7! 

70 

iji 

1 > 

12 

9 

39 

8 

59 

. 19 

71 

; G 

*jl 

’iÀ 

i3 

12 ^ 

33 

10 

53 

1 '59 

73 

79 


11 

14 

G 

; 35 

î6 

' 54 

i 18 

74 

36 

y 4 

46 

] 5 

4 

35 

19 

55 

1 90 

7 '* 

lu 

IJ 5 

■}6 

16 

4 

1 3 G 

G 

5 G 

G 

71; 

i8 

j6 

s 

17 

iG 

1 37 

36 

57 

18 

77 


\C 

ijfi 

18 

G 

38 

î8 

58 

; 98 

7b 

I > 

ij8 

|i 

19 

18 

39 

î 9 

59 

i 58 

79 

78 

90 


9.0 

4 

; 

■4 

Go 

i i 

80 

4 

1 1 

21» 


Supposons, pour fixer les idées, que, le nombre donné étant 29, o! 
demande un autre nombre équivalent à l’inverse du premier, snivaii 
le module 192. L’indicateur étant alors égal à 16, le nombre cbeivln 
sera 

29'"=(29’f- 

D’ailleurs les sept premiers chiffres de la valeur approtdiée de 29 % de 
terminés à l’aide des Tables de logarithmes, sont ceux que présenté i 

nombre 

2001IlOy 

Ht 
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iUtftJti» l’on a 

.510^29 = 7,3119900. 


l),- !.• (ItTHier chiirre de 29’, comme celui de 9’, sera nécessaire- 

lüful *0 On aura d<tne par suite 

-9' rr :îo. 5 ni 49 = 173 = —19 (moci 192). 

09’' = —19* (inodi92); 

[<iiis, tii se servant «le nouveau des labiés de logarithmes, 

>,,i.:;=_(7S.>9 = — i39= .j 3 (mod 192). 


Dune. 29' ' et VI seront deux valeurs de x propres à vérifier la formule 

29X —192/ = !. 
ag. 53 = I SSj = 8.192-4-1. 


Hlleetivement, 


Noos exposerons clans uo antre Article la méthode par laquelle on 
peiil IriMîxer faeiîeriient les valeurs entières, nulles ou positives, de 
jiliisieurs iiironnues liées entre elles par des équations indéterminées 

diî |ireiiiier tle^ré. 


124 . 


Axalïse lâTiEiâTifiCE. — Rapport sur un Mémoire de M. Broch, relatif 
à une certaine classe ddntégrales. 

€. 1 ., L XII, p. 847 (lo mai 184!). 

^ooiiiièlres coiiîîâisseiit les beaux travaux d’Abel et de M. Jacobi 
>tir lii ifiiwie lies traisceiidantes elliptiques. On sait que d’impor¬ 
tants ItMîioires, relatifs à cette théorie, ont été composés par Abel, 
t fèiiniH* et les deux suivantes, que plusieurs de ces Mémoires 
*iiit etc dès rette époque, même dès Tannée 1826, dans le Jour¬ 

nal mtFiiffie lie M. Crelle; que Tun cTeux en particulier a été 
par i Aeadéiiiie en iSag, sur le Rapport d’une Commission 
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dont M. Legendre faisait partie, puis couronné par rinstitul en ih io, 
et que la valeur du prix fut remise à la mère d’Abel. En effet, eet 
illustre Norwégion, qu’un projet de mariage avait déterminé à entre¬ 
prendre un voyage au plus fort de l’iiivor, était malheureusement 
tombé malade vers le milieu de janvier 1829, et, malgré les soins qui 
lui furent prodigués par la famille de sa tianeée, il était mort d’une 
phthisie, le G avril, alité depuis trois mois. 

C’est encore aujourd’hui pour les travaux d’un jeune Norvégien, 
d’un compatriote d’Abel, que nous avons à réclamer un moment d’at¬ 
tention de la part de l’Académie. Le Mémoire de M. Broch a pour objet 
une certaine classe d’intégrales qui comprennent, comme cas parti¬ 
culier, les transcendantes elliptiques. Ces intégrales sont celles dont 
la dérivée peut être considérée comme le produit d’une certaine puis¬ 
sance entière de la variable æ par deux facteurs, dont le premier est 
une fonction rationnelle d’une autre puissance entière de j:-, et le 
second une racine quelconque d’une semblable fonction. Ces mêmes 
intégrales forment une classe particulière de transcendantes, qui se 
réduisent aux fonctions elliptiques, lorsque, le radical étant du second 
degré, le polynôme renfermé sous le radical est du quatrième degré. 

Dans le premier Chapitre de son Mémoire, M. Broch s’occupe de la 
sommation des transcendantes en question, considérées comme fonc¬ 
tions de la variable æ, ou plutôt de la sommation des valeurs que 
peut acquérir une semblable fonction pour des valeurs diverses de la 
variable. Il établit plusieurs théorèmes dignes de remarque; et prouve, 
par exemple, que la somme des diverses valeurs de la fonction, cor¬ 
respondantes aux diverses racines d’une certaine équation algébrique, 
peut être exprimée à l’aide d’une fonction algébrique et logarithmique 
des quantités que renferme l’équation dont il s’agit. Il montre ensuite 
le parti qu’on peut tirer de ce théorème et de quelques autres pour la 
réduction de la nouvelle espèce de transcendantes. 

Dans les derniers Chapitres de son Mémoire, M. Broch lait voir 
qu’une transcendante quelconque de la forme indiquée peut toujours 
être exprimée a l’aide d’un certain nombre de fonctions plus simples 
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(le la même forme, et d’une fonction algébrique et logarithmique de la 
variable x. Les fonctions irréductibles entre elles constituent alors, 
comme dans la théorie des fonctions elliptiques, diverses classes de 
transcendantes. Quand le nombre de ces fonctions irréductibles se 
réduit à zéro, l’intégration s’effectue complètement, à l’aide de fonc¬ 
tions algébriques et logarithmiques. Dans tout autre cas elle est impos¬ 
sible. D’ailleurs, comme on devait s’y attendre, les cas où l’intégration 
.s’effectue restent les mêmes, soit qu’on les déduise des théorèmes 
énoncés dans la première Partie du Mémoire, ou de la méthode de 
l'éduction indiquée dans la seconde. 

Nous devons observer ici : (“que les théorèmes énoncés parM. Broeb 
s’accordent, dans des cas particuliers, avec ceux que renferment divers 
Mémoires d’Abel; 2 ° que M. Broeb avait déjà traité, dans le Journal de 
M. Crelle, le cas où l’exposant p se réduit à l’unité; 3° qu’un Mémoire 
de deux pages, publié dans le premier Volume des OEuvres d’Abel, con¬ 
tient les bases d’une théorie qui pourrait s’appliquer aux transcen¬ 
dantes considérées parM. Broeb ;-4“ que ces mêmes transcendantes se 
trouvent aussi considérées dans le Mémoire d’Abel qui a remporté le 
prix, mais que M. Broeb n’a pu connaître, puisqu’il n’est pas encore 
publié. 

Avant de terminer ce Rapport où nous avons eu souvent à rappeler 
les travaux d’Abel, il nous paraît convenable de détruire une erreur 
assez généralement répandue. On a supposé qu’Abel était mort dans 
la, misère, et cette supposition est devenue l’occasion de violentes 
attaques dirigées contre les savants de la Suède et des autres parties 
de l’Europe. Nous aimons à croire que les auteurs de ces attaques 
regretteront de s’être exprimés avec tant de vivacité, quand ils liront 
la Préface des Œuvres d’Abel, publiées récemment en Norvège, par 
.M. Holmboe, le professeur et l’ami de l’illustre géomètre. Ils y verront 
avec intérêt les encouragements flatteurs, les témoignages d’estime et 
d’admiration qu’Abel, durant sa vie, a reçus des savants, particulière¬ 
ment de ceux qui s’occupaient, en même temps que lui, de la théorie 
des transcendantes elliptiques; et ils remarqueront avec consolation. 
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i ,<1 

au bas do la page vu, ces paroles qui MifHrout [«tur êelaiieir iuii- i, ui- 
doutes : 

L ajournai français, dont je ne me rappelle pus le nom. m'< a renn een 
les yeux, où l’on a rapporté quAhel est mort dans la rnisere. On nd! pn 
les détails ci-dessus que ce rapport n'est pas ron forme à la rerité. 

Revenons à M. Broch. Ce que nous avons dit de m-> rf(-l!.‘irlie> Nuitii 
pour en montrer toute l’importance. Les résultat' auxqui-ls ii est ai ri\ <•. 
analogues à ceux qu’Abol a obtenus dan S ses |ihis iieaiix Meiieiirt*'*-. 
montrent un esprit familiarisé avec les métlioîles aeaiitiijiies, ri 
habitué à lutter avec succès contre les difficultés que jiréseiiîeiiî 
parties les plus élevées du Calcul iiité^-ral. En résuüie, le ^It^iiioin* rlr 
M. Broch prouve que Fauteur iFa pas trop présiiîiie de iMrrr> >r 
proposant de marcher sur les traces d’Abel. Xoiis pi*o>oiis que ee 
Mémoire est digne de l’approbation de FAcadémie et dVire îii>éri‘ 
dans le Recueil des Savants étrangers. 


125. 

Analyse mathématique, — Mémoire sur des formules gémmles qui se dé¬ 
duisent du calcul des résidus et qui paraissent devoir toneimrir nota¬ 
blement aux progrès de VAnalyse infinitésimale, 

G. R., t. xn, p. 871 (îj mai 1841). 

Les géomètres n’ont pas seulement accueilli avec bieeveilhiiict^ ie 
nouveau calcul auquel j’ai donné le nom de calcul des résidus; ils ont 
fait plus encore : ils ont ajouté de nouvelles applications de ce raiciii 
à celles que j’avais présentées moi-méme, soit dans les Exerntts de 
Mathématiques, soit dans un Mémoire publié en février 1827 : et re.s 
diverses applications ont constaté de plus en plus l utilité du fadciil 
dont il s’agit. Parmi les travaux relatifs à cet objet, on peut tdler ceux 
de MM. Ostrogradski et Bouniakowski, de 1 Académie de Sainl-Peter.H- 
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bourg, et ceux de M. Tortolini, professeur au Collège Romain, qui, 
dans un Traité sur le calcul des résidus, a exposé, entre autres résul¬ 
tats dignes de remarque, l’application du nouveau calcul à l’intégra¬ 
tion des équations aux différences finies. On peut citer encore un 
Mémoire où M. Richelot a démontré diverses propriétés des transcen¬ 
dantes elliptiques, ou même des transcendantes représentées par cer¬ 
taines intégrales dont les dérivées renferment des radicaux de degré 
quelconque, et où l’auteur, employant avec succès les notations du 
calcul des résidus, a établi des formules propres à fournir la solution 
de. quelques problèmes analogues aux questions précédemment trai¬ 
tées par Abel et par M. Jacobi. Toutefois ce que les géomètres appren¬ 
dront sans doute avec quelque intérêt, c’est que les formules si simples, 
si élégantes, données par M. Richelot, sont elles-mêmes comprises, 
comme cas particulier, dans des formules générales qui paraissent 
devoir puissamment contribuer aux progrès de l’Analyse. Entrons à ce 
sujet dans quelques détails. 

J’ai donné, dans les Exercices de Mathématiques, une formule qui 
convertit une fonction rationnelle quelconque d’une variable x, et 
même, sous certaine condition, une fonction transcendante en une 
somme formée par l’addition d’un résidu intégral et d’un résidu par¬ 
tiel relatif à une valeur nulle de la variable auxiliaire. Or le second 
membre de cette formule peut s’intégrer par logarithmes, et cette inté¬ 
gration fournit immédiatement la valeur générale de toute intégrale 
dont la dérivée est une fonction rationnelle ou une fonction transcen¬ 
dante pour laquelle se vérifie la condition indiquée. Elle fournit, par 
suite, l’intégrale de toute fonction différentielle qui peut être rendue 
rationnelle à l’aide d’une substitution quelconque, par exemple, les 
intégrales dont les dérivées renferment un trinôme du second degré 
sous un radical du second degré, ou deux binômes linéaires sous deux 
radicaux du second degré. 

Au reste, la formule générale d’intégration, qui s’obtient comme on 
vient de le dire, n’est elle-même qu’un cas particulier d’autres for¬ 
mules beaucoup plus générales encore, qui servent à déterminer une 
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multitude d intégrales définies ou intléfinies, ou à les îroii'tin iio r i- - 
unes dans les autres, ou à établir entre elles certaines rebiiion^. L»-» 
beaux théorèmes d Abel, relatifs à la théorie des transcendantes ellip¬ 
tiques et des transcendantes dont les dérivées renferment des nicine^ 
d équations algébriques, ne sont eux-inêines que des e:e' parliioilierN 
des théorèmes généraux auxquels je suis parvenu. Pour douner mie 
idée de ces derniers, considérons une intégrale relative à la variable r. 
Si l’on établit entre cette variable x et une autre variable i une relatinü 
exprimée par une équation algébrique ou transcendante, on pouri;» 
transformer l’intégrale relative à a: en une intégrale relative à t et con¬ 
sidérer, en conséquence, l’intégrale donnée, non plus coinine une fini ¬ 
tion de X, mais comme une fonction de t. Or la fonction de / dont .! 
s’agit pourra prendre diverses formes si l'équation algeiuiqiie ou îraii— 
cendante, étant résolue par rapport à a:-, fournit diverses valems de i. 
Alors, en adoptant successivement ces diverses valeurs de x, et su|q»o- 
sant l’intégrale relative à t prise, dans tous les cas, entre les méfue' 
limites, on verra cette intégrale acquérir successivement diverses ki- 
leurs dont la somme s aura pour dérivée un résidu intégral relatif à la 
variable x, considérée comme racine de l’équation algébrique ou trans¬ 
cendante. D’ailleurs, il suffira d’appliquer à ce résidu intégra! rojier.t- 
tion qui, dans le calcul des résidus, est analogue à Fintegration par 
parties, pour que la somme s se décompose immédiatement en deux 
termes dont les valeurs pourront se calculer facilement, dans un gran»l 
nombre de cas, et s’exprimer, soit à l’aide de fonctions algébriques ou 
logarithmiques, soit même à l’aide de fonctions transcendantes. De ce^ 
deux termes, l’un aura pour dérivée un résidu intégral relatif à toute' 
les valeurs de x qui pourront rendre infinie la fonction placée après b- 
signe Par conséquent, ce résidu intégral se réduira souvent ;> /er * 

■ ou à une constante, ou du moins à un résidu partiel relatiî à une \ab‘ui 
nulle de la variable auxiliaire. Quant à la dérivée de l’antre terme, elle 
sera représentée par un résidu intégral relatif, non plus aux racine' 
de l’équation algébrique ou transcendante, mais aux xaieurs tb i qui 
rendront infinie la dérivée du premier membre de cette équation, ou 
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la fonction placée sous le signe /, dans l’intégrale donnée relative à la 
variable a?. 

Lorsque l’équation donnée entre a? et f a pour premier membre une 
fonction rationnelle et entière de ces variables, lorsque, d’ailleurs, la 
fonction placée sous le signe / dans l’intégrale relative à x est al¬ 
gébrique, la décomposition de la somme s en deux parties et la dé¬ 
termination de chacune d’elles peuvent se déduire des propriétés 
des fractions rationnelles, jointes aux formules qui servent à calculer 
les fonctions symétriques des racines d’une équation. Alors la méthode 
ci-dessus indiquée se réduit, comme on devait s’y attendre, à celle 
qu’Abel a employée, par conséquent à celle qu’ont suivie, à l’exemple 
d’Abel, M. Broeb, M. Ricbelot et d’autres auteurs, soit dans le Journal 
(leM. Crelle, soit dans un Mémoire récemment approuvé par l’Académie. 
Mais les formules générales auxquelles je parviens ne supposent point 
que les fonctions dont il s’agit ici restent rationnelles ou algébriques. 
Elles sont applicables, sous les conditions indiquées par te calcul des 
résidus, au cas où ces fonctious deviennent transcendantes; et elles 
fournissent alors la valeur de la somme s, ou développée en série, ou 
même très souvent exprimée sous forme finie. 

Au reste, il était naturel de rcclicrclier si des formules analogues à 
celles que présente la théorie des fonctions elliptiques ne s’applique¬ 
raient pas à d’autres espèces de fonctions. C’est après la lecture du 
Mémoire de M. Broch que la pensée d’appliquer à cette recherche h' 
calcul des résidus m’est venue à l’esprit, comme je l’ai dit à cet auteur 
au nioment où il me disait lui-même qu’il se proposait de montrer com¬ 
ment on pouvait appliquer les méthodes employées par lui, et surtout, 
je crois, la méthode exposée dans la seconde Partie de son Mémoire, 
à la réduction des intégrales qui renferment des exponentielles et 
spécialement à la réduction des intégrales culériennes. Dans de sem¬ 
blables recherches, le calcul des résidus est très utile. En effet, les 
principes de ce calcul, tels que je les ai posés dans les Exercices de 
Mathématiques, montrent clairement l’origine et la nature des diverses 
modifications que les formules doivent subir suivant la nature des 
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lonctions sui- lesquelles on opère, et ils lènt , 

lions sous lesquelles subsiste eliaipie l'unniilf. Jèijo i:. j, . •- 

dans le cas où la somme ci-dessus dtVi^niee p;/- s e! . .■ 

ivraies relatives a se réduit à la sonune de «jaeiq;:* •—m* . * J , » 
fraies, le calcul dos résidus fournit le moven. -initn ■] < i i i. j i 

au moins de la transformer. J’ajouterai enfin que iîe> !.: Li.; . 

du même calcul, s’appliquent à la iléterinimai.ui r.ii!, ;;„j. . : . 

dérivées renfermeraient une ou plusieurs fiun tiehs unîti: / - ; 
variable principale. 

Je me bornerai aujourd’hui à joindre à eetie expo-;!;,,:. . . 

unes des formules générales que j’ai annun^•e.‘^. D.u!' i'.ir.l! - , ; , . 
je développerai ces mêmes formules et je pre-entti.i; j:-,- i 
leurs nombreuses applications. 


A.valvse. 


Soit f(a7) une fonction de la variable .r. Si le résidu partiel di- 



relatif à une valeur nulle de se réduit à une constante detenninn , 
on aura 


f(j') : 


r 


(( f( M 


r 

c. 




i O - 


et, par suite, en nommant \ une valeur particulière de r. 

__ ri-5;l ^ 

L’équation (i) fournit immédiatement les intégrales des lotictîuri- 
rationnelles, et même des fonctions transcendante^ pour le->qyelle> 
vérifie la condition indiquée. Elle fournit, par suite, les intégrale- 
des fonctions différentielles qui peuvent être rendues rationnelles a 
l’aide d’une substitution quelconque. 


OE'iwres de C. — S. ï, t. Vî. 
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IS'i. 

Concevons maintenant que l’on transforme l’intégrale 



dx 


en substituant à la variable x une autre variable t, liée à x par une 
équation algébrique ou transcendante 

(a) F(.r, O = o; 

et nommons t, \ doux valeurs particulières correspondantes de t et 
(le r. Si l’on pose, pour abréger, 


l).rE(.r, = O» F(‘e, t) t). 


on trouvera 


et, par suite, 

(3) 


dx = — 


»r(jr, O 
^(.r, t) 



O 


dt. 


pourvu que, dans le second membre de la formule (3), on considère .r 
comme une fonction de t déterminée par l’équation ( 2 ), et que chacune 
des deux variabks x, t demeure fonction continue de l’autre, entre les 
limites de l’intégration. D’ailleurs cette dernière condition sera rem¬ 
plie, si la variable a; est toujours croissante ou toujours décroissante, 
tandis que la variable t croît sans cesse à partir de i, = ~. 

De même, en désignant par f(a;, t) une fonction des deux variables .r, 
C on établira la formule 


( 1 ) I 

/ devant être considéré comme fonction de x dans le premier membre, 
et a; comme fonction de t dans le second. 

Concevons maintenant que l’équation (i), résolue par rapport à .r, 
fournisse diverses racines 


OC — X 2 J X — X ^ 
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représentées par diverses fonctions de /, qni m* i.-dni-.'üi .,h\ 
tités 


dans le cas particulier,où l’on siqqtose t Aii\ divci-'C" vaitor* 
de X considéré comme fonction de /, et de \ «-otisidéré n»ii)iiii* imnii.M) 
de ", correspondront diverses valeurs de riule«raif 




/ i di. 


et, en nommant s la somme de ces valeurs, c'est-à-dire en |hiiii 

abréger, 

X .r, . >. 

r(.r, f) dt j .1 , i uii , 


i'J) 


on tirera de Téquatioii (- 1 ) 


' f) f(.ri , i) __ /■' „ 

' /i 


OU, ce qui revient au même. 


f'r 


((Fl j\ t \ 


le sîürne 1' da calcul des résidus étant relatif «1 la variabit* 

O 

D’autre part, on aura généralement 

P W(æ , t) f(■/-,<) _ p.'/ u’(.c.nn.r, ‘ 
((F(x,0)) A Fl.r,n • tl'A 


ün trouvera donc encore 


t) 




„i) .=_£ I 

Si, dans la somme on fait entrer seulement les intr^ualr> . on 
pondantes à celles des racines 


orrc'- 
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(jui vérifient certaines conditions, par exemple à celles dans lesquelles 
les parties réelles et les coefficients de i offrent des valeurs com¬ 
prises entre certaines limites, on devra, dans le second membre de la 
formule (6), étendre la sommation, que suppose en général l’opération 
indiquée par le signe aux seules valeurs de x qui vérifieront ces 
mêmes conditions. D’ailleurs, les limites 

T, t 

de l’intégration relative à la variable t devront toujours être telles que, 
entre ces limites, chacune des valeurs de x reste fonction continue 
(le t, t lui-même étant fonction continue de x-, et il en sera toujours 
ainsi dès que les deux limites t, l de l’intégration relative à t se trou¬ 
veront suffisamment rapprochées l’une de l’autre, la première étant 
choisie arbitrairement. 

On peut, à l’aide de divers théorèmes établis dans les Exercices de 
Mathématiques, faire subir diverses transformations au second membre; 
de la formule (6). Ainsi, en particulier, le résidu intégral que ren¬ 
ferme le dernier terme de ce second membre peut toujours être trans¬ 
formé en intégrales définies. 

Ainsi encore, lorsque le résidu partiel de la fonction 



relatif à une valeur nulle de ", se réduit à une constante déterminée, 
on a 


r 

O 


V F{x,t) 




F(x,o ■ 

(!t, par suite, la formule (G) donne 


V{=, 


((q^(^,Of(-, t))) 


t) 


dt - 








di. 





EXïimr 

le signe ^ éteint relatif, dans chaijii** !» rjnf. 
Si la fonction 

T 

F.;./ 


.! V..|! 


ne devient jamais infinie <m’avfi- ‘ 
plement 


(S) 


f 


r é' fj -s, t ) 

«-'■ F i z,n 


fit 



F 


Si f(ar,/) se réduit à une fonction f .< di- l.i -.-li!.- \ o- 
formules (.i) et ( 8 ) entraîneront la -oiiiaiii.- : 



Il suffirait, d’ailleurs, de prendre 

Fi.c, l ' r — ! 

pour réduire la formule ( 9 ) à ré([uation i . 

Si l’on pose 

f(a-, t! = ;'• -r <./' f , 

les lettres caractéristiques f et/* indiquant des ion-, îf.U' !- • f 

diverses, l’équation ( 8 ) donnera 

*'! ^ 

On peut faire des formules ( 8 . ■ : , 8 , 9 . . ‘"«y», icii. 

montrerons dans de prochains articles, de nonduvuM s , ! ini|ooi.m! 
applications. Un cas digne de remarque est celui ou I -m .t 

^ ^ 
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Observons aussi que, dans le cas où l’équation 

f(X, 

admet une infinité de racines, la formule (8) ou (lo) sert à développer 
la somme s en série. Pareillement, lorsque l’équation 

f(a’) =: O 

admet une infinité de racines, la formule (i) ou (9) sert à développer 
en série l’intégrale 

Ç î{x)dx 

ou la somme s. Ainsi, par exemple, si l’on pose 

l‘(x) col JC*, 

alors, en vertu d’un théorème établi dans les. Exercices de Mathérna- 
/iqiies (vol. I, p. 112) ('), on verra, dans la formule (i), disparaître b' 
dernier terme du second membre; on tronvera donc 

col J? dx ^^ ) 

^ nT,~~c 

la. sommation que le signe ^ indique s’étendant a toutes les valeurs 
entières positives, nulles ou négatives de n; et, comme on aura d’ail¬ 
leurs 

. 7 ,sinx 

sinÇ 

on se verra immédiatement ramené à la formule connue 

1 — v| ^ sina*_ x x-—t.^ a*- — 471- a*-— 971- 

sin^ ' tiT.—l sin| ~~ J tt" 4?:- 97:^ 

P 

{ Œiwres de Cauchy^ S. U, t. VI, p. 7.^3. 
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Analyse mathématique. - Sur la dèterminaiùm n h , , ydu , ii,m ,/, v - 
grales dont les dérivées renferment une ou plusieurs /un,rions imprin, . 
d\ine même variable. 

C. R., t. XIIj p. fcriij i 7 jiiin 

Les foriTiules générales que j’ai données, dans le (ompie rmdit .!,• t., 
séance du 17 mai, pour la détermination et la transfouiialii.i) iui,- 
grales définies ou indéfinies, peuvent être faeileiaeni et.oeiu.-., ,,1,00, 
je l’ai dit, au cas où les dérivées des intégrales reuiériiii-nî ri.., ,, . 

sieurs fonctions implicites de la variable .r à bopieile i'iiilf^rati.iii 
rapporte. L’extension dont il s’agit est l’objet du nouveau M>‘i!it>ire qnr 
j’ai l’honneur de présenter aujourd’hui à l’Académie. 

Je considère d’abord le cas général où la variable. r est liée à «l'auto - 
variables 

J' » "ri • ♦ • î / 

par des équations algébriques ou traiiseendaoles, t‘iî verlii iîfMjiiellrv 
les variables y, t deviennent des b)iiclioiîs lit^ r. si 

ces mêmes équations permeileiit d'exprimer en foiietiiiiis eiiiiliiiiii- 

des seules variables æ, t chacune des variables p', .... les jiriiieî|ii*- 

établis dans le précédent Mémoire fourniront le iiioven de iléleriïiiiit*r 
ou de transformer une intégrale dont la dérivét^ serait IfuietifMi rnii- 
tinue de toutes les variables, ou du moins la soïiime s des valeurs f!f 
cette intégrale qui correspondront aux diverses valeurs dt^ la varialili^ i 
considérée comme fonction de/. On doit surtout rmiiarijiier le cas iin 
une seule des équations données renferme la variablt^ i. ri lod li*^ 
autres équations renferment seulement les variables pa -, ... emisi- 
dérées comme fonctions implicites de d\ Dans ce cas, et les rnri- 
ditions indiquées par le calcul des résidus, la somiiie s > ülilieiit en 
termes finis, et se trouve exprimée par des fonctions aigelirii|ties ei 
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. f \ il I * ^ li; i iMIs - i|IJi‘ r^i? 

^hf, îp-.> , I - r-h^ i .. ‘ ^ t îf’% •'.|:; J : •*:> ^1 ,? ^ ** < t ^Î<K?! ■ • ü !^p« 

< 1^1 .. I ‘ ! * ! •,vJ ^ IN' . ,' -ï Ji, , |jjr r\t'f|^|i|^\ 

• r?, . ■ î ^ . ,1 j i , .,. I ..,] .^'.ii:i ' l.itl*. ILii- :i 

|> ’ i .1 ; ^1 'I’ .' I' '*’><iiJ-'/ % lûrUïV ij^îi Ir'»' 

.».. ' I î 1 ' i» \ 'i.*o.|!! L . .^. 1'! I, Li 4 .il 

/u > 1 '.’'.' { î‘.’>' 4 ïi' It’^’’ 4 *si.ji |ih>'isirH 


î,i \iiruipi< 


».ii i*i|ii,iliiiîi- ijlgrijrîfjin^N iHJ lr^iiiM*t,*iiiiciiilt^N 

M Z.:-, .... T -s 

lïiiil l#‘ ii^niil'iif' r^î i‘^,îi! riii iiiiiiiiirr iii* t:e.N aiiiirt^ \ariiilile>. Oii jioîirni 
<)fi^ii|t*rrr ^tiri^ililr^ i% r, ..., / riiiiiiiit* îles IViiirliiiiis iiiïpiifilrs 
11 * î ; ri, ajin^N ^iioir Niilisfiiijr Inirs lalriirs lirt*t*N tirs rijiiîilioiîs i 
Iriîi'^ iiîir liiîiil!iiîi 

I i, uz , ,,. / 

il* tfiiili*!4 irs lariiiiiit**-, i^îi unmru vimrhrr la \airiir tît* I4iitri*‘riiît‘ 


iit**-î|îii-:iril tiiir Yalriir |iarlii*iilirre lit* ia variaiilr .r. 

Nii|ijiüM'iiiN îiiaiiilriiaiil i}ii'i*ii it‘iiii ilrs riiîuitiiiïis ii^ iiii piii^M* 




E\ïu\n tih 


, ni Imii, f .'S. . , I ; , ‘ ^ î/% ^ « 

♦i i|iit‘ I rliiiiiiialiijii ifi^ ilf'i'iiirr»"'' iciriafilt^ #'Mlîr' 1# •^. riji|.-*iîîMii^ i 
priitliî'iM^ i%‘*|ii;-ilitiii rrniillaiilt* 

^ t ^/ 

Si, fi,iiH i'ifilrp:r,iii* , ini nitnîitîir .1 i.i %.4^.itiie |iriii* ijMlr' î |j 
mialiip i, lire il .r par rtajiialîiiii I , ri î'iiii f'iti, |iafir afirî'”i r, 

#■ 1.1 - il. F r, / , ♦§ , I Irl n 

1^11 lri)ii%rr*i 


T iltrsii'fiaiil ijiir lâleiir jiariiriilirrr ilr I, a iaf|ijrilr ta>t f’eiiMa* rurrr*-* 
inriilre la %’âirijr partiriilière i tJe la variables. lyailiriirH, 1 rs liiüitrs t, 
I ilrvriMil être s-iiflisiiiiiiefil rtipjirarfirr^ |wiir *pir / rrstt^ ftiactitri Cfift- 
îiiiiie lit* rt x lie l, riilrr Im iiiifitr^ île lliîlegraliiiii. 

CiMieeviMii ifiâiïîteiiaril i|iii‘ i’n|iiarmi 1 , rrsiiiiir par ri]i|Hirt a 1 , 
Ifiiiriiisse plusicxirs rsunii#--, |ilii*^irim lalnir- 


<!t* la Iririciiili* i' 1 iHispltn'rr roiiüiir Fiîe-inii 4t-* L .'V’i'iiiimii'' 


n - X’ ' X» s * ’ » r. ; 

1rs vairiirs rtirrespriiîlaiites île la \arutlilr is ilr la lariaiiîr ...: i- 

J. ‘.'.t I' '.’-t’■. ‘ 

la sûiiiîiir lies valeurs ruile^'ralf» .s. Ou imirra |irr- 

Nfuiler la valeur iJt*# siiiis la tiiriiii^ 


I >) 


.1 r 


CÆiU’ref de C . —• S, I, t. % I. 
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«Hiî r*‘*i**iiî .lîi iiifiin*. '<*»' !;j lorim* 


i' J 


4^ ^ * > ' i, I, r, . ., I 


f .. 

^ ..L ^ i - >. / i 

I « ,, JJ I#,* f'ofîiiiip “iMs |iîtrti^^'ii <i*r, mit* îoiriîiiiii* aiia- 

-jHi* *’ I; i! h' ^ ili* la <lii i" îiiai, «i 

.1.1.‘ I» , i/aaiit'a! a L? ilrîî'iiiimaîi aii \ la lraîî>taroiali<iii «riiiii’ 
If 1* ,f :m*i i'< ap^«i li - Hii iaiilfa ap|iliealpms ijiii' 

r., ; ! H P -a! î>au*\ ‘'f '4‘al i*iiaîiajiiar caTit*- i|yi >t‘ r4|)|N>itt‘iît ail taiN <m'k 

a r’Mii Si * fia i miiia 


ir>- aiilra^ 


^t‘riaîil I «t 


1,1 fiiiiiiaiii 


>U dali> rt‘ iiii*iiit* t'Ji- 


iiaitaiaïîfl.ifilr lia /, 1# ’s aiiaafmiH 2 .) i*t l> St* rtafiiiriiriî 


H I l‘. I , r, . . . ) iij 




^ Il 

I ‘ I' , , ^i’* r, I ^ fl r, I , c, . , . : , , 


-4 iriilliriirs II* ra|tjiiMt 


W. 

¥\t: .f. 


i!a%it:‘iil iiitifii 4jiif* pour îlt*N ^alaiifs nuilt^s iIp F .r, / , ou îiiira 


ç mi( f,/1i i #, I, 

1 * 1 I , ! i 


FT^'Tn 






E\rn \ ïr s 


l».;s 


••îi que la luniiiilc .-s iliauiM'a 




l‘ > 


I ^ 


^F- ^ ^ / I 1,1, 


\ m// 


Ajiiîitoîis ijiii‘ y iaiifur 


!’ /, I , r. 


fioiirra rlri^ niiisiilrre eiiîiiiüi* mw iiiiirlinii ilr i;i M*iilr icinaiilr i, 
<!ûiîî ies varialiies 

”, » ». 


M‘riinl eiles-iiieiiirs, jiar liyjMiîiit*sf\ «ir> fiiîietioiis tairiliiiîirs, ilii liiiiiii^ 
aiîîra It^s liiiiiîes des iiite^^railiniis; et ijiit% >i Fiiii piisr eïi 

f- _î ^ m i , 

iiîi aura, siius les etuidîlitiîis inditjeres par le taileul îles rr^iiJll^, 



i)w i ,r ) 



Ola posé, la formule y donnera simpleinent 


r 

■ 


W\ i 


F wr, 7 > 


r 

O 



La fbrriiiile , m ixuiipreîMl, rtuiiiiie eas piirîieiiliers, le;> lieaui îliein 
riuiies iFEiiler el iFAiiel sur les intégrales tient les ^îrrivée^ reiiteriiieiit 
des radicaux du seeoed degré ou, plus générâlenieiil, îles rai-iîit^N 
d'étjiiatîons algéljrii|iies. Nous pourrions applitper iiîiiîiétJiüteîiieiil la 
formule (lo; a divers t^xemples. Mais les applications devituiilrtiîil jiiîi^ 
faciles quand le second niemîire sera présente smis une antre Idriiii* 
que nous donneroiis dans le paragraplie ^iiivaiiL 
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S«t 

î 11. - 1/ ‘êhir^rr !•! *!it iN îîi i'i i!è fi N !if‘ 

/»! <•/# / i tfitfef'Me piiiSttMF'^ JiffiCifif" i*l r i. 

Siiil f .i‘ iiîit^ Îiiiiflîrtii liiiiiiît'^e lie la variahle .la Si à t^ellt* variaiiit^ .1 
iiii >iifi“^filiif‘ une autre varialile i liée k ,r par réijiialieii 

I , fl I , f < rr: «>, 

aliir>. eu iioüiîiîaîît If^s iltuix ilerivéïs partielles île la 

liiiîeîiiiii F I relativis aux tleiix variables a\ /, eî 


lieux valeurs parîicîiiières correspondantes de ce> méiiît^s variaiiles, im 

aura 


:>) 


. I r'*IVr,£K. 

I f i .e ) dr — — I -—^—7- f I 
J, ^ #i.r, 


///. 


Si, iFailleîirs, dîi représente par 


les diverses raeiiîts de réi{uatioîi f b c’est-à-dire, It^s diverses valeurs 
lie la variable considérée coiiioie Ibiictioiî tîe / en vertu de cette 
lîiéfiie éqiiâtioîi, et si Fou pose, pour abréger, 

f i ’f Ÿ = I fl .r ) f£r -r- j î{.r 1 d.t — j f 1 .r | dr. 


ij, ç., ... étant les valeurs de ,i\>, ... ijui corresponfltuil h / = t, 
<111 aura 


I i) 


^ î t IM .C, I ) H 


/“ _f di ; 


puis, en supposant que le rapport 


n\ -r, l) 

FI .r, l} 


ne devienne intini qu’avec 



L\ 1 lui I N ii'n 



On !H* liuit |*a.s Muldicr qi!t\ claiis la tbniuiU* 0 . la si»inirj.di.>tî in.li- 
«juét' par il* sij;nt‘ — s’étiüul aux djversrs vaii'ur** »lt* r qui 
ri-quatio» i . 

PüUr que la foruiule <j .suii-i^l»*, il uV-si pa- iii'.'r-sairi* .pi. I.i 
lifiivée lie l'iiité5.'rale 

I j' / */.. 


représentée par f;.eb soit une tionction explicite de la varialile i : i t 
Ton pourrait, dans k formule dont il s'ajîit, remplacer f Jt- par une 
fonction continue 

f\ . . . Î 

lie îâ variâlile .r et iraiiîiTs v;iriiilf!f‘N i, _ i|iii .^praieiit ellès-inrfiif*-. 

ilt^N toiirliifiis «îe ,1* iielerîiiifire> par et^rlaiiie-; 

Siijipfisiiîis iralieri!, piiiir pliis i!t‘ >iiii|ilif*ile, ipie, liaiH iri îm- 
îiiîile fi , ûîî renijilai^e f;,>r par f i\ v\ etent iiiir ilr i, 

liée ;i .r par une et^rlaiiie etjiîalis>ii 

171 

ilüîii le premier üieiiiiire reiîleriiie x et Siip|M>srtis, iraiüeiir-, 
récjiialîOîi ^7 . iiîi jfiîgiie une autre éijiialioii de la furiiu* 

I s I r, I ■ - ,1 

cloiît le premier îiieiiîfîre suit fciiirliiiii àe v et ife ia iiûiivélle variaifli^ /. 
Sî Fiin îiciiiîiiîe 

17 , 



iiii, ly.Mtl > Iti: 1. ïfAUtMlE. 

li‘!^ 4r rri|ii*iiliHii ^ rrMiliit'* |i;ir r^ijijiiüi n «“ i‘>l" 

II- tiiiiiiüiii- ih' r que ft‘lîr rijii;iliiiii fiinîiir jiinir 

lit* siii |Niiirr*i* iit itiriiiiilt* « ri*iiijibi«*t^r Niirrrs^i- 

it^iiniil il’ l;iiit*iir 

r- I 

1 i\ * >, î’ ^, I 


|iiiîiriii i|iir l’iiii V i‘i‘iii|iiîief‘ t‘ii iiiriiit* lriii|i*^ 

|itiî‘ biîiii* ti<‘^ 


/, i U 


I \ ^ i f, 1 ’! i ^ ■ i. 1 

'I ‘ ^ - 

I " I ^ 1" / , ^ P J ^ ^ < ///, 

ii‘ si^iit‘ rrlatif aii\ sriiii^s valrîirs de -r qui véritîeroiit Féqua- 

îinu 

■' I I' , / I rr- 



I>l«i jNjM\ rniiiiiiiiiiiLs eiilri^ idies, {lar voît^ cibiiitliîioîK I«i foriiuile c) 

eî i(K fyriiiiiies aîiâlii;Ziîe>, Ni'iiiiîiîîiiiN 


lii siiîiîiiie lofjtie îles V4ileiir> de lliitei^rîiit* 

ï 

I f. J\ V i (i.f\ 

riirresjioriilaiîtes, iiiiii MMiieiiieiit aux diverses valeurs ... de r 

eiUisiîleree cufiiine fdïieti<iii de -r, mais encore, pour chaque valeur 
de 1 % aux tliverses \’aleiirs tle .r qui véritient réqiiation (8u en sotie 



E\ïii\ir mi 


Un 
îiil 

I î /, 1 '// "V I 1 , s > -, 

it‘ ^ >r nî|i|Hiri;iiit. liaiiN Iv jir#*iiiii^r li^riiit» ilt* la laltair ilt* :iii\ 

vaitnirs lit* ,r ijiii vi^iïlit^iil i\*i|iicilî«iii 

^ i 

iiîiii'^ If* M*taiîiil ti*riiif% ;tiix seiîits \a!i*iir> «ît* r ijiii \t*rilit‘iil rt‘«|ii.iliH!i 

i r, _Î . 

Eîitiïi piisoiis, jiciiir «ihrr^^er, 

‘ils 1*1 ,1% i\ ! I #a i , / i f' I 1 / , i , / . . il i , / . 

ih"î liiiiivrra 

I V m i (1 11 4% I' i} i —— ' ■ — I -T” J ; ' i i I : I I ^T — —" 

1 ^ ‘ J’.» “ * I ^ 

f - f f tiiyjn, r,n 

% 

Piiiir plus lie siiïip!iritt% oîi peut rarire 

I *>. V - £ ii. la / - il r, 7 I f II, I îl ^ 

{ïfiiir\ii qïir, «ktîis Ft^xjirrNsioii 

/ U lE-r,-~lli 1^7. M, 

tiîi éleîifli^ rextrartîiiiî de resi!iii> iüiiiijiiet* par Ir signa ^ aux >aiiirs 
Viîleîirs lie r ijui rtunleiît iîîiiiiies les tiiîirtîeiis 

l*i J\r^ s t*' U • » ■ • 

Il est biiii irol)>*t*rv«*r qiie, t*iî vert» île la iViriiiiile j î , 
svrd iiiie tdiictîuîi s\iîielritjiie îles rariiies ilt* reijiiaîioîî ", IIiî atira 
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litHir jtar Miiîi', Mtu> t îi!<iiijué*‘> [sar ic t alftil (ie> i«'sidu>, 

iii\ fit* kî f»riiiiiit‘ ri , jtiinli* k I^i forniult» ,14 , 11» tirera 

. 

1 .» I ^ J {II ^ . 1-4 I I — II ui , T l i •— î .......... • 

^ li i - n 

Nii[i|hj>?i!Ln îiiaiiilt*iiafil «jiu\ iJaiis ki forriiiile iV\ oîi reiripkice f .r 
jia r 

f. j\r\ T, ... I, 

r, w, .., étanl lies foiic*îifiîis tir .r, liées k æ par rertaiiies équations 
^ ff'i'l \ — O, Z — O, .. » » 

Mip|NiSoes dkiilleiirs q»ki Féquatioii ,7 011 joigot* une antre équatioii 
fie ki foriiit* 

17 . '1 1\ T, tj, 

iloiil le premier membre soit fonction de y, z, ... et de la nouvelle 
variable t. Si l’on nomme s la somme des valeurs de l’intégrale 

I U.r,y,z,...)d.r, 

correspondantes, non seulement aux divers systèmes des valeurs de 
1-, -, ..., considérées comme fonctions de æ, mais aussi aux diverses 
valeurs que fournira l’équation [i-j) pour la variable ar considérée 
comme fonction de /; alors, par une marche entièrement semblable 
à celle que nous avons suivie tout à l’heure, on arrivera encore aux 
formules (i 3 ) et (i 5 ), pourvu que l’on pose 

118) n(jr, r) = lf(.r,_v, .. .)l.v\.r, r, 

la sommation que le signe il indique s’étendant aux divers systèmes 
de valeurs de r, z, ... qui vérifient Ifes équations (i6). 
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XiMI> 
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eilli’ 

. - N 11 



îifiiiN lie 

N îi)riiiiiit''i id- 

]> 


î - ^ ^ M “1 i."i ’ U 

■ i. 
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iiil IL 

, Ai^^uir fiiil’ 

î, |)m: 


i\ f, -1 e ’ 1 \ > 1 

î ' ’ e • ? ' ® !" 

h - 

iiiiiie, iif'ei-. imn^ Ii.-U':3>'nm 

- , 

‘•h ■\‘ lv:‘ ■■[■'‘•''‘•Y 

. - r.e . U, - 

'■1 • 

rfiiiiiiis. 

MI linéiques 

re>!iila 

ip 

M* I 1 *!1 |)!! ' "!■ ! i '!■ ii 

î ilé'r .m' 

■lele 


lies iriïj|é;,'nstinii 

SiipiHi^oiis iFabiiriî ijiir rri|ual‘M>ii 7 liu ^ Il ri‘ 4 iiî^e ii 

in 

X rtîiiil iiiie ftiîicliiiîî eiilièrt^ dt* ht \ rirj*i!iit‘ r. 
que Ir premier liieoilire .î x,i\t 4|p rt‘i|îyitiiiîi 

I 2 I i i\ 1,1}=: O 

Miil ime fouet ion entière tle^ vîirialiies .i% r, eî i|iie f’oi ail 

i 3 i ‘-n. 

j’^x) désipeaiit mie fonetine île la vârialiie r, Lts lîi^er^o 

ni fie es 

e ’ ^ n “ * * 

de lX*t|iiiitioii l'iseroîiî respeeliveiiieiit jiroporticmnelles aiîx 
nieiiies Piniitê; irnii il suit ifiit* leurs piiissanees pusiti’ies 011 

négatives, du tlej^ré m ou du tiegrè ■— /in otfriroîît une soniiBe iiiilîe, 
quand/H sera un entier non divisible par /n en sorte i|idi)ii âiira, pai 
exemple, 

^ ^ — O 

irailleiirs, si Ib>ii pose, pour abréger, 

I r>i fîî t >r, i I ~ i t r, fI \ i\ \ ^ i —, 


Œuvres Je C. S. I, î. \ 1 . 
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la tiiriiîiilf 1 1 tlii ^ lî iloiiîitiJ 

jf,, H , /. izi ^ ^ i' . ITT I, / ; 

t*î, eoîiiiîie lie réijiiiilioîi eoïiiliiiirt^ avoe la foniiiiie | A on ûrem 

^ ï I r >% / I _ I _ 

il est clair que la fonction us{æ,i ne tlevientlra poiol intlnie avec les 
f;ic leurs 


De cette remarque. Jointe à l’éqeatioii .^6), on conclura que, clans la 
formiile (i j) du § I, Texpression 

^ {{ n ( ..r, / J — II i.r, 7 })} 

piHit être réduite à 

^ [ 5 iur, / ) — TU. ,r, T i] if f(x) )). 

Donc, en vertu de celle même formule, la valeur de la somme 



On ne devra pas oublier que, dans le premier membre de la formule (8), 
la sommation indiquée par le signe ^ s’étend, non seulement à toutes 
les valeurs de jqiii vérifient rêquaîioii (i), mais aussi, pour chacune 
(le ces valeurs de j, à toutes les valeurs de x qui vérifient Téqua- 
tion ( 2 ). 



lAifltll \ lüu 


Si, ilîiiLs 1*1 lijriiiiili» H , wii M’i |, jj;, m 


i,iîi Innneni 'lii»- 


Eiifiii, >i i'«ii jiit^iiij fi = 2, lin aura, ilaiis lijriiiiiîes H 

fïT i .,r^ 1) ri: ~™ 1 . J , 1 , / I , . = J , I , / , 

I ' ï 

im, ee qiii re^ienl au iiiiuimu 



La forniîile ' ê \ eiiiiieiiîe aa liiiiti mvch! eelles qm rtuilVriür an Mmipiir** 
lie M, Broüli, inséré liâiis 1*‘ t. iti ilii àmmai fit Jl« Vrrik, >é%inî\ 
lorscpie /I esl mi aiiiiibrt* pair, avi*f îa fiiriiîiilp lîr ee 3Iéiiiciirt\ ri 
iôrsfjae « est on iioiiîlire iiîipain avre la l’urmijlr "i| ikiifra . la* 
paiticulier Ull FiUI Mlp|iti>r P >'iUuj tfCAlftl aUa! iirj.i tiaJr 

txpir it^ L ! tirs ^Cw^rri f L X\ . ipau îi 

ra^ iiii Iîr> îrn^‘^^Ul^ «îe r, a- | .îpi, r, .... -- 

rétluiMUil il iiiif^ seiiit\ «^1 rii 

sciiit clr^ foiirlifiiîs ealières ilt»s varialiies .r, ia Itirirlitin 

fi .r, I 

rtaiiî eiir-iïiéïîie une fonrîitMi ratiiMiiirüi? ilr ri> ¥aralilîr^, !.-i saluai ât 
la Sfiiiiîiîe s pourrait être clélerriiinée h Vmih iriirir fyriniiii* qui a rir 
donnée par Abrî clans !e Meiïioirr eiiiironné, rî i|iii iiri,‘4‘>sairrîiiriil 
s’aeeiiriler aver îa tcirmiile p “î; ilii ^ IL 

Lorsijiie f’fx) se rétiiiil à une toiirtioii riilïrrr ilr u*, liîiiil le tlegré. 


ri desiginiïiî une timAnnl^ ar' 
iiieiiieiil 


Y .. 

Jmméji t r .1./ 4 
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;uijinii*îi!■' ‘i îîi;'* UMiît*. ri'-ît* üilrriciir ;i îa iiioiîir <!u de !a iuiie- 

iioij X, !:i îunmile ■> iloiiiie .-iiiijdeüieiit 

Il 2,J. i ■ T 

Eeüe dei riit're furiiiuîe fuiiijiieinl, ci»iiuae cas [KirticiiruT, le llieia-'-iiie 
d'Euk‘1- reialif il riiitéiîraliun de réquatiuii 

ff r fiv _ 

\ ïïTi^ ^ 

flans laijiielle m ^t\ représeott* une fonction eîilière de .i* du ({uatrièiiie 
dt%n“r. 

Concevons iiiaiiiieiiaiit que l’on veuille se servir de ht forinuh* loj 
du § II pour déterminer la somme s des diverses valeurs d’une inté- 
«’rale dont la dérivée renferme deux fonctions iiiiidiciles de la 
variaiile priiitdpale x; pour donner un exemple de cette déteriiii- 
îialioîi dans un cas très simple, supposons que l’on ait 

Il ni Z'z=z X — X, 


X désignant une quantité positive. Supposons encore que la variable 
principale x soit liée à la nouvelle variable i par l’équation 

113 I y — Z — t, 


et que riiitégration relative à t s’effectue entre deux limites positives 
dont la plus grande ne dépasse pas Comme on tirera des équa¬ 
tions ; 12) et (i3) 


(i 4 i 


et, par suite, 

115 ) 




ïj 


ou 


1 



l’intégration relative à x s’effectuera clle-méme entre deux limites ou 
positives ou négatives, mais dont les valeurs numériques ne dépasse- 



L\lil\iT mu. 


rt?îil !i‘ îïiiîïïlii't^ a. AjiPiiiiiüh tjüi* 1 oii ilt*îliiiiii 4*^ hj jiniiiitTi* i!i*- 

iiiriiuilt^ i2 clt'iii 4 “^ \\ 

«i tli* la M,n:oiiiIi‘ lii^s iiirîiiiii-“> rj il»,a\ r, 


= V 


\ 


ih\ / rca>üi!il jiar iiypiillià-t* pysilif rl iiifrritair à \ - 2. il laiiilnu ji’Hir 
veritier reijiiatioii î j , sii|i|iOM*r iiece>Sttireîtieiiî, mi 


-r- \ 2 r 


Oli 


3Iais rét|üatii>iî , l'i) ne pourra plus être véritit^e si Ton y siippu^ 


J' ^ , 


■ —-i-. 


iHî bien 
Cela posé, soit 


J' rr — \ -r- a', 


: \ X — J.\ 




une füîîctîciiî ralitiiiiielle i.}iiek*tincjiie de a% y% 3 , et faiMiiis, poui 
abroger, 

î 

I- 


î 

-2 î 


il X- 


La somme 


des valeors de Fiiitégrale 


S :=z.\ I f(./% r, J I c/x 

éLd Jt 

r 

f{.i\y,z)dr 


cjui correspondent, non seulement aux diverses valeurs de y' el tle - 
tirées des formules iin), mais aussi, pour eliatjue système de valeurs 
de V et de aux divers'es valeurs de .r tirées de ki formule fi'iv 
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rriiiiim ^Î!ll{iIrli^^llî ii 


. r:i I f .1% \ — r, ^ 2 

tiii, Cf ifiîi revieot :iii mrme, k 


T/,r -r” I f ~ ^ a -- .r, \ -- .r (Jj , 


■ f — X, — 


V ^ — V ^* ■ 


• .r ] dj\ 


Telle est la somme dont rétjuaîion oS} du § II déleriiiioera la valeur. 
Eiî iFaiiIres leriiies, on aura 


H t) I .ÿ 


f=[ 


r(— X, — 


\ a — .i\ — V ^ 


]^.r. 


les limites x de l’intégration relative à x étant liées à / et à t par les 
formules 


117) 




X — l[x -;r ) 

4 / 


Si, pour fixer les idées, on prend 

f, . l’i' -r 'I 

ft-r, V, 5 )= J;—;> 

> "T" 

t(a:) étant une fonction rationnelle de a:; alors, en posant, pour 
abréger. 


ii8> 


I j \ x-^-X— \ X — -r — t 

rD{x, t) = 1 -- - ,-= ^-- 

-i- X -f- y- a — X \ s/oL -i- x — v'^ — x -v-1 


ya -t- X — \;'a — X 


/ 


• X -r- V' ^ — t 


■ V' 3c — X -f- ^ 


on tirera de la formule (i5} du § II 


:dx 


(19) 


f t’(-y) +1'(— 

J ^ ^a'+x -i- — X 

a®f(o)l( . \ - T — - ) + [în(x, «) — raCx,?)] ((('(a’))> 


2 y a “h ^ 2 — "y 


r K;-*) 


- Î37 f —7 T 
, X 




EXTItAIT lii. 


Si 1 iiii en parîii*iilipr, | -r i, nu inmvem 

î 20 ! / 'If. .. _ , _ t'” I I _ ’ „!} i! .”i „5 

Jl \ - ^ ^ ^ r ' ' 

.r èîaîit ttïiîjours lié a l, el ; u t, |o:.ir l^fimile^ ’i"- i}ii, re i|iii 
revieiil au meme, par les suivaiiît'S : 

f î î ) i \ 7. -- ,f ^ X ■— J‘, 7 —\ X -- f --1 ^”11'i, 

Il es! cfailleiirs facile tie ïérifser rexaclilmle i|e îa foiiiiiilc 20 . Miil 
îi l’aille lies riiétlioJes d’iiîlé|^nilioii gimérairîJieiiî suivies, soit iiièüie a 
l’aille lie ia seule cliiereiiliatiori de ses deux îiieiiiLres. 


127 . 

Analyse iathématique. — Ilémoire sur h naiure ei iespropriéies des nmms 
il^ime éqimiion qui irn/erme un pamméire variaipie. 

C. B., î. Xlï, p. ii33 {21 Jaiii iS|i), 

Les raciîîes d’une équation qui renferme lieux variables 1, et que 
Ton résout par rapport h la variable .r ou, ce qui revient au îïiéîiu\ les 
raein«“^s d’iine éipialioii qui renfernie, avec rineoiinue -r, un paraiiièlre 
varialiie /, joui>seiit de diverses prcapriélés qiill iraporle de bien eoii- 
iKiitre. L’une de ces propriétés est qiîe ees racines sont géiiéralemenî 
lies fondions continues du paramètre variaîjk% en sorte qiiVlîes 
varient avec ce paraiiiètre par degrés iiisensiMes. II en résuiie que, 
sî, en vertu de la variation du paramètre, une racine réelle vient à dis¬ 
paraître, elle seia inimédiâtenîenl remplacée par des i^.cïnes jiinigi- 
îiaires. Celte dernière proposition ii’esl pas a beaiicoiip prè> aussi 
évidente qu’elle semble Félre au jireiiiier aboriL îl esî craiiîaiit |ilii> 
nécessaire de la démontrer qu’elie ne subsiste pas sans coiHÜlioîî. En 
effet, puisque la forme de réqiiaîioiî entre .r d l est eiitiéreiiieiit arbi¬ 
traire, rien n’empéclie de donner pour racine à celle équation uiit* 
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ITi; 

îV^îîrlioii flist^iiiiîiiiiit^ ilii pitniîiit*îrî* /. |iar i*\t^îii|i!t\ !a foîirlinii 

e’ ; 

(*! ii f-'it f'Iüir cf (lornici' l'ai;, .?■ VîirifM’;( îcès sf*nsii»it‘incnf, en 

[•aS'JiJit (i'iHu* Vi)l»‘ur tri-s petite ii une valeui- tri's ^rande, si le para- 
îiii'îi'i' /. «‘Il ileiiieiiraiiî très voisin <1(‘ zéro, passe du négalit' au positif. 

Pour (jiie l’on soit assuré que ia racine .r, cinisidérée comme fonc¬ 
tion du paramètre /, reste continue dans le voisinai,'e d'une valeur 
j)articu!ière attriluiée à ce paramètre, il suffit que le premier inemiue 
de l’équation donnée reste lui-même fonction continue des deux 
variahlcs .r, t, dans le voisinage de la valeur particulière de f, et de 
la valeur correspondante de .r. C'est ee que je démontre, en m'ap¬ 
puyant sur un théorème que j’ai donné dans un iVIémoire présenté à 
l'Académie de Turin le 27 novembre i8'3i. De ce théorème, qui déter¬ 
mine, pour une équation algébrique ou transcendante, le nombre des 
racines réelles ou imaginaires assujetties à des conditions données, je 
déduis immédiatement la continuité de la fonction de / qui représente 
ia racine x de l'équation donnée entre a- et et j’en conclus, par 
exemple, que si, cette équation étant réelle, plusieurs racines réelles 
égales viennent à disparaître, elles se trouveront généralement rem¬ 
placées par un pareil nombre de racines imaginaires. 

Le § I du présent Mémoire est relatif à des équations entre x et / 
de forme quelconque. Dans le § Il je con.sidère des équations d’une 
forme particulière, savoir celles qui fournissent immédiatement la 
valeur de t en fonction de x. Parmi les équations de ce genre, on doit 
surtout remarquer celles qui donnent pour t une fonction réelle et 
rationnelle de x. Une semblable équation, résolue par rapport à x, 
ne peut avoir constamment toutes ses racines réelles, pour une valeur 
réelle quelconque de t, que sous certaines conditions, dont l’une est 
que les degrés des deux termes de la fraction rationnelle soient égaux, 
ou diffèrent entre eux d’une seule unité. Les autres conditions con¬ 
sistent en ce que les deux termes, égalés à zéro, fournissent deux 
nouvelles équations, dont toutes les racines soient réelles et inégales. 



E\Tft\rr X- m 


ti tjiir la suite de l 0 lile^ ees raeiries reiiiiit*> et niiigres irtijui^N li-ur 
ordre de ^u^andeiir offre altëriiriîïveiiienl mit* moine fit* i'iiiie de^ iîeii\ 
iîûiiveiit*s éijuaîioîis, puis iiiie rariiit* dt* raiilrm Loi'Si|iie et'> ilïveiM‘> 
i‘imclîtî00s sont remplies, on ptuîl èire assiino îiiüi ^tuikuiieril tjiie 
iVquatioîî proposée, résolue par rapfiiui à r, a îeiiîrs raeiiies 
réelles et inégales pour mit* valeur fjiiideoiiqiît* de i, mais teoaere ipie 
«diaruee de ces racines, pour une valeur croissante il** L esî lyiijoiiis 
croissante cm toujours décrriissaiile tant (jifeile reste tieiio tjoidiiiit*-- 
propositions établies par M. Ricbelot [roir le Joumaldr J/, i'relk, L 2L 
p, ‘îi3' se trouvent comprises dans celles que je viens irénoiicem 

4>'4LY>L. 

Me proposant de publier dans les Exercices d'Analyse ti de Piivsi^pir 
malkémaiîque le Mémoire dont Fobjet vient d'étre indiqué, Je me îior- 
îierai k énoncer ici les principaux tbéorèmes qui s'y trouvent itîî* 
fermés, et qui, pour la plupart, se déduisent les uns des autres, en 
omettant les démonstrations que fou retrouvera sans beaucoup de 
peine, surtout si Fori a égard à Tordre dans lequel ces théorèmes sont 
présentés. 

§ L — Considéraiiom génériiie.s. 

Dans le § I, J’établis successivement les tbéorèmes suivants : 

Théorème I. — Nommons 

deux valeurs fîmes et correspondantes de t et de x, pmpres à rérfier 
Inéquation 

ti| . F(x,/)=o, 

et dans le voisinage desquelles la fonction F fx, I j reste continue fmr rap- 
[X)rt aux variables x, t. Si P on attribue à la variable t une valeur iris peu 
differinîe de v, par conséquent une valeur de la forme 

•ii 


(Miivres de C. — S. I. t. VI. 
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I désigmmi un aecmissemeni mjmimeni peiii. pn^iiif négaiij ou meme 
imaginain'. l'equaiion ’ î , résidue par rappori à d*, offrira une ou plu- 
skim mrines æ (rù peu dij/érenies de ei doni eliacune sera de la forme 


J désignant encore une expression réelle ou imaginaire, injinimeni petite, 
qui convergera en même temps que i vers h limite zéro. De plus, le nombre 
de ees racines sera précisément le nombrr de celles fpd se réduirvni à ; dans 
réquaiiori 

(•Vf F(.r,':)rz:0. 

Théorème IL — F(x,/) étant une fonction réelle et déterminée des 
variables x, £, nommons 

deux valeun réelles ei finies de x et de î, qui rérifienl f équation 

F(x, /) “O, 

ei dans le voisinage desquelles la fonction F.'x, i) reste continue. Si z repré¬ 
sente une valeur maximum ou minimum de t, c'est-à-dire si z est toujours 
inférieur ou toujours supérieur aux valeurs réelles que t peut acquérir pour 
des valeurs réelles de x voisines de Véquation 

F(x, t)~o, 

résolue par rapport à x, offrira des racines imaginaires pour certaines 
valeun réelles de t voisines de la valeur z. 

Théorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème II, 
si réquation 

'¥{æ,t) = o, 

après avoir acquis m racines réelles égales entre elles, pour une certaine 
valeur réelle z de la variable /, vient tout à coup à perdre ces racines 
réelles, pour une racine réelle de t, très voisine de z, celles-ci se trouveront 
remplacées parm racines imaginaires. 



Théorèmf. IV. — Si l\'qiunlttn 


F t O, 

résolue par rappori éi a iouies ses raffines n-riies pour une ruitur nrlti 
(pielamfpie de h mriaMe i, eeiie dernière rariniète rofiSiètTee eipmrnp 
iùm fie JS ^ ne pourra Jamais anpiérir un mur imam ou un muimium T eor- 
respomiant à une râleur ; de ,r itHemeni idioisie que ¥ i\ ! resi*- fontiion 
eontmue dam le roisinage des râleurs ; e! z r/rf rariuMes x et L 

Théorème Y. — F^i% désignant uneJimciion réelle des rarialjks o, !, 
nommons 


deux l'aleurs réelles de æ et de t, propres a rtTÎJier Fetpiadon 

F{æ, i)-=io. 


ti dam le voisinage desquelles h foneiion Ij reste emitinue, uete su 
denrée T( j?, i] relative à la lYiriabk I. m le nombrr de racines égales 
â ç dans féquaiion 

F(x,7) — ù, 


en soFte que k rapport 


__F j X, z) 

(X—■ ; I-' 


acquière, pour x = H, une râleurdifféreMe de zéro; ei suppmpn^ tpit 
f on puisse en dire auitmi de la fonction T{x, 7). Enjm, rmFmnùm imt 
racine primitive de fèquation 


ei posons 


F(x,t+-i 1 —Fc>. 7) 
liix) 


ïï(x,/) = ' 


I désignant une quantité réelle, L^équation 

(3) F(x,7-+-/)=:o 

offrira, pour de très petites valeurs riuménques de f, m racines ires peu 
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ilijférentes de dont chacune rérijiera l une des m équations de la forme 

L i. 

^4, r^-4=[/ni.r,/)]"', ,r-4 = 5*[/Il(.r,/•)]"', 

si le signe de i est celui de la quantité * 

n(,:,o)=-^i4^, 

et Pline des m éqiiaiiom de la forme 

A j_ 

(5) jr — I = 0[ —f n ( jr, / )]'", r—' = 5’[—; Il (.r, «)]'". 

si le signe de i est contraire à celui de o). 

Comme, parmi les équations ;4), (5), on trouvera seulement deux 
équations réelles qui seront, ou deux des équations (4), si le nombre m 
est pair, ou l’une des équations (4) et l’une des équations (5) si m est 
impair, on conclura du théorème V que, dans l’hypothèse admise et 
pour m > I, quelques-unes des valeurs de æ, propres à vérifier les for¬ 
mules (4) et (5), deviennent imaginaires. Ajoutons que chacune de ces 
valeurs de x pourra être immédiatement développée en série par la for¬ 
mule de Lagrange. 

Théorème VI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème II. 
si la valeur \ de x représente, non une racine simple, mais une racine mul¬ 
tiple de l’équation 

F(j7,v) =^0, 

en sorte que, m racines étant égales à le rapport 

Té{x,T) 

acquière, pour x= une valeur finie différente de zéro, l'équation 

résolue par rapport à x, offrira des racines imaginaires pour certaines 
valeurs de t voisines de z. 


E\ÏMAiT m. 


tm 


ÿ IL — Sut ies futiîke% f!*' i'é^ptulmn i m i j. ). 

Lt* ï; li de mon Mémoire se ra[)porît* speiialemeiit aux rat'ines dt> 
équations de la forme 

! J' 

J’établis siiccessivemeiîL à régtinî de res iiiéîite? meiiies, le^ tfieuréiiir- 
suivants : 

Théorème L m[æ') élant une fonciion réelle ei déierminée dt a tu 
mrialde t, liée à la mriabk x par l'éfpmîiipn 

(il i — wi r K 

acquiert une râleur maximum ou minimuni t pour une taltur retlk #/ 
_fime de x, représentée par ei dam le roàinage de ImpieUe ia four- 
tion g(x) reste conîmue, !'équation ; ij, résolue pmr mpporê à x, offrira 
des racines imaginaires, pour eeitames imkun rie I, misines de ia mleur t. 

Théorème IL — Si inéquation 

/ rr liî(x), 

résolue par rapport à x, a îouies ses racines reelies, ptMit une imieur reeiie 
(piekonque de la rarkiMe i, eeiie derFiiére mriabk ne pourra Jamais 
acquérir un rnarimum ou un minimmn z correspondant à ime rakur 
rielk ç de x, dam le voismage de laquelle la fonciion m^x) resieruii 
eonimue. 

Théorème IIL -- éiani une fonction nielle ei déierminée de 

supposons la variable i liée à la variable x par la fommle 

t =Lm{x). 

Si réquaiion 

( 2 ) e (.?•) = r 

offre m mcines égales à l, en sorte quon ait 

7==: u 
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dnigmïfii HFte/oFiciioii fiomTÜe qui (li'quiére, fMi(ir,r =z uue rakar 
fifiie dijfere/èie de zém, l'eqmümm 

m{x) ~ 7 — 
un 

id) 

I 

offrira, pour de ires peuiies râleurs rmménques de i\ m raemes très peu 
differentes de Soit ailleurs (i une des rarines primitives de l'équaiiori 

rpm ^ ^ ^ 


Chacune des m racines de féquaiion \ 3 , correspondantes à de très petites 
valeurs numériques de i, vérifiera l'ime des m formules 



si le signe de i est en même temps celui de la quantité fæ], et l'une des 
m fomudes 



si le signe de i est contraire à celui de 

Théorème I\ . — étant une fonction réelle et déterminée de la va¬ 

riable Xj et cette variable étant liée à la lariable t par réquation 


nommons ^ une valeur réelle de x qui représente m racines réelles égales 
de réquation 

V5{x)z=iz, 

en sorte que le rapport 

m(x) — 7 
(x — £)"^ 

acquière, pour x une valeur fuie différente de zéro. Si la fonction 
reste continue dans le voisinage de la valeur x = '^, Véquation (i), 
ou 

m{x) zzr t, 


EXTÎSAIT m. 


Î8:l 

résoiiif- pfir rappori a r, (pff'riffi deî m#tVi/-s imaginfiêres pmsr ^ 

i'aienF^.s nrlks fie t roiiineî r/r t» 

Tiiéoeème A'. m'éimii une ftpixiimi réelle ei deierminée de i\ //ii/ 
ne tesse d'éire eoMiimie qiien deeemaU infinité $i i \ qualinn 

i 77 i‘- I ]. 

résolue par rappori à x. a ioiiies ses racines réelles pour une râleur réelh 
quelconque de non srulemcni ehaeune des deux éqimiàms 

( 6 | 1^5 { J') —f}^ 

I " ^ ^O 

Mf.ri 

aura pareiilemeni iouies ses racines réelles^ mms, de plus, dtuu mciFirs 
réelles disiinetes de féquaiion [ 6 ] tmnprendroFii ioujours eriire elles iirx 
seule racine réelle de réqimiion [ 7}, ei, réciprùquemeniy deux rarmes réelles 
disimetes de l'équaiion (7) comprendront toiyours enirr elks une seule 
ratine réelk de féquaiioii (6). 

Théorème VL — Ixs mêmes ekme$ étant pisées que dams ie ikéoréme V* 
si les racines rrimies des équations ( 6 ; ei < 7 ) son! par ordre de gmn- 

deun de mamérr à former ime suiic eroissanie, les dieers termes ile eeiie 
suite appariiemlroiiî aliernaikemen! à Fane et à l^mUre équation; si d\iiF 
leurs on nomme 

Ci, a' 

deux racines consécutives de Iki/imlion (7}, la seconde de tes racines d 
pouvant cire remqdacée par F infini positif x:, et la premiéft a l^infrii 
négatif x, la variable 

£ — mix) 

sera toujoun croissante ou toujours décmissamte, iandis que la rariabk x 
passera de la limite a à la limite a'. 

Pour montrer une application très simple des tliéorèmes qiii pré- 
cèdent, supposons 

lîj(.r) 3= taiigax. 
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X désignant une constante réelle. Alors ré<|uation i , réduite à 

t — tangx.r. 

ou. ce qui revient au inênie, à 

sin xa- 

t ' --- 

COS a J' 

aura, comme on sait, toutes ses racines a- réelles. Donc, en vertu des 
théorèmes V et TI, les racines des deux équations (G; et (7 i, ou 

sinaj‘-=o et cosaj‘ = o, 

étant réunies et rangées par ordre de grandeur, appartiendront alter¬ 
nativement à l’une et à l’autre équation, ce qui est exact. De plus, la 
fonction 

t = tangax 

sera toujours croissante, tandis que la variable x croîtra, en passant 
d’un terme quelconque de la série 

ùt: t: TT ot: 

2a 2a 2a 2a’ 

qui offre les diverses racines de l’équation cosaar = o, rangées par 
ordre de grandeur, au terme suivant. 

Dans les théorèmes qui précèdent, la fonction rs{x) était supposée 
réelle. Dans ceux qui suivent, elle est de plus rationnelle, c’est-à-dire 
représentée par une fraction dont les deux termes se réduisent à des 
fonctions entières de la variable x. 

Théorème Vil. — xs{x) étant une fonction réelle et rationnelle de x, si 
l’équation 

7 ït( x) = 

résolue pur rapport à x, a toutes ses racines réelles pour une valeur réelle 
quelconque de t, les degrés des deux termes de la fraction rationnelle Gï(ér ) 
seront égaux ou différeront entre eux d’une seule unité; de plus les racines 
de chacune des équations 

I 

m ( æ ) 


7ït(x) = O, 


O . 


E\TIÎ HT I2T. 


tm 


serofii réeik%‘ ti en fin inuin ee-ç meinei reufiies ei mngte$ pur 

(mire de nrufiSein de manifft' ù fhmuT une salie emissanlf, appariieFi- 
(inmi aiiemafivemefii a /’ii/ie ei a ruuiie erpnnioFt, 

Théorème YIIL ~~ Ci .î” rian! une rt'eik ei miumnelk de «/ 

les dei^res des deu-t iermes de eeiie foneimn ou fraciûai nuiimneld fo/o' 
é^mix ou dlfferefii enire eux d^iine seidt uîiiié: si d^uilleim ks nmnes de 
ehacime des équaiions 

. ï 

Cî ( X I = m n 

W { X i 

soni touies /re/Zos ei inégales: si f/i/7/i ces racines, rangées par ordre de 
grandeur^ appartienneni alêeniiiiii'eifèeni a l'une eê à l\iiiire tlpiuiion: 
alors, résolue par rappori à æ, l'erpiaiion 

1 ST(X|=: / 

aura toutes ses racines réelles pour une râleur meMe quelconque de la ra- 
naùle i. 

Tiîéoeème IX. — Ixs mêmescàmesétant ^sées que dam k tàe&réme Vlli, 
si fou représente par 

au a., «s 

les racines Jinies de l'équaiion 

I 

m .t} ~ 


rangées dans leur ordre de graFideur, de mamére à former une suite crois- 
sanie, la valeur de 

i z=zm{x} 

sera toujours croissante ou toujours décroissante, tandis que h ranabk x 
croîtra en passant d'un terme de lu série 

(8) - 3Cj (If, |7|, X 


au terme suivant. 

Posons, pour fixer les idées. 


ST(x)=: k 


Q{X) 


2:1 


OEuures de C. — S. ï, t. VL 
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I clésigîiaiit une cniistaote réelle, el z .r , y x cîésigîiaîit deux foiir- 
tioîîs entières de .r, flans eliaeiiiie «lestjiielles la jiliis haute puissance 
lie xaifc pour coeflicieiit l’unité. L’etjiialioii 

pourra s’écrire comme il suit 

A' 

et pour bien comprendre le théorème IX, il sera nécessaire de distin¬ 
guer trois cas, suivant que la différence entre le degré de 'I x) et le 
degré de o{x) sera 

ï ou O ou —I. 

Dans le premier cas, — oc, 4 - ^ seront racines de réquation 


m{x) 

et la valeur du rapport 

t 

7c 

croîtra sans cesse en passant de la limite — ac à la limite oc, tandis que 
la variable x croîtra en passant d’un terme de la série (8) au terme 
suivant. 

Dans le troisième cas, — oc, 4- =c seront racines de l’équation 

Er(j") = o; 

et, tandis que la variable x croîtra en passant d’un terme a de la 
série (8) au terme suivant a", la valeur du rapport 

t 

7 

décroîtra sans cesse, en passant de la limite o à la limite — cc, si l’on 
a a' = —CO, de la limite co à la limite zéro, si l’on a a" = x, et de la 
limite oo à la limite — ce, si a' et a" conservent dos valeurs finies. 
Enfin, dans le second cas, — =c, -t- ce seront racines de l’équation 

A'; 



EXT K AIT Î±H. 




rt, taîiiiis inie Iîi varialile æ fmiîra i*n p*iNsaril «Fuii teriîie (jiu*lt'ijiii}ür cT 
la série ;8 au leriiie suivaiil (i\ la valriiriiii ni|i|ifirt 

I 

Z 

eriiîtra ou décroîlra sans cesse, ni passaiiî i.^éiîéraleiiieïil de la limite 
--3:: a la limite oc, ou récipruijueoient, suivant que ia {lîu^ petite racine A 
de rtkjüation 

m ( æ ) m IJ 

sera inférieure ou supérieure à la plus petite racine a, de l'équation 

I _ 

Ajoutons que la première des valeurs extrêmes du rapport j , si l’on a 

— a:, 

et la seconde, si l’on a 

a^— a:, 

devront cesser d’être infinies, et se réduiront simplement à l’unité. 


128 . 


Analyse mathématique. — Sur la détermination et la transformation 
d’un grand nombre d’intégrales définies nouvelles. 

C. R., t. XII, p. 1145 (21 juin 1841). 


Des formules générales que j’ai données dans les Exercices de Mathé¬ 
matiques, et qui s’y trouvent déduites du calcul des résidus, fournissent 
immédiatement les valeurs d’une multitude d’intégrales définies, dont 
les unes étaient connues, les autres inconnues. Parmi ces formules, 
l’une des plus remarquables est celle qui détermine les valeurs des 
intégrales prises entre les limites — oc, + oc, et qui comprend comme 
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cas particuliers qiiehjués résulî.t)> p.sr lùiler »'S par 31. Laplace. 

Or iîi(‘S (lernièi'OS reelifrelies sur le ealeal «les J‘é->iil!is [feriuetlent 
d'étendre considérableineiil cette iiiêine fUrsiuile, ou phitAî lie la rein- 
[daeer par d’autres qui peuvent être apjdi(jiié»‘s ii la dtiernsination ou 
à la transformation d'un grand nuinluv d’intégrales liétinies nouvelles. 
Je vais expliquer en peu de mots la marche que j’ai suivie pour arriver 
aux nouvelles formules dont ii est ici question. 

Les théorèmes généraux deCalenl intégrai qiu* j'ai présentés à l’Aea- 
démie dans les précédentes séances servent à déterminer ou à trans¬ 
former une intégrale définie, relative à .i\ ou plutôt la somme s <les 
valeurs de cette intégrale qui correspomienî aux diverses valeurs de r 
considérée comme une fonction implicite d'une autre variable t. Sup¬ 
posons maintenant ces diverses valeurs représentées par autant d’inté¬ 
grales dont chacune offre pour seconde limite l'origine de l'intégrale 
suivante. 11 est clair que, dans ce cas particulier, la somme .ç pourra 
être réduite à une intégrale unique que les théorèmes dont il s'agit 
serviront à déterminer ou à transformer. Tel est le principe très simple 
à l’aide duquel je déduis des formules générales précédemment éta¬ 
blies celles qui forment l’objet spécial de ce nouveau Mémoire. 

Analyse. 

§ I. — Formules générales. 

La variable x étant liée à la variable t par l’équation 

(I) F(j:',0=O' 

nommons t), T(a7, t) les dérivées partielles de la fonction F(.r,0. 
relatives à a; et à Soient de plus 

' f(.r) ou f(a’, O 

une autre fonction de la variable x ou des deux variables x, t, et 



KXTiUn %■' î:i'. 


î?»’! 


i|pll\ VaL III ^ >.1 i]a *« ! ïarr^.h,!' ■'*. îlî *ailî ;., 

“a *- t • ^ 

ou. |iiu> gôiléKilriiieiil, 

/ ^ -4 ' I ^ ■ 

13) I Î^T.f)dr-z--- I f r. ^ 

O: ,0 *1^ r\ i 

pourvu que eliaeuiie des variables .i% / reste îdiieîiiiiî touiîiniie de Faiiîre, 
entre les iîmiles de FiiilégraîiorK Périr t|iie celle i-uiuiiiiori soil rem¬ 
plie. lorsque les tleiix varialiles reslmit reelles. il t-sl !ieio--sa:re i! 
siîfîiî (|iFelies varient siiiiiiltyiieiiitoiî par iltrares iîmîomiidt*- li que. 
pour (!es valeurs froissantes île riiiie, Fciiilre >.rj Oeij'vr-.*- eriii--dîilt% 
011 toujours décroissante, ilii îiioinsmlre les !iînilt*s Fini rOîîSîilt*re. 

Lorsque, dans une intégrale tléfinie relative à -r, on remplacera, 
coiïiiiie oîi vient de le dire, la variable x par une nouvelle variable l, 
réqualioîi (ly, qui earaetérisera îa relâlioîi étaîiiie entre les deux va¬ 
riables X et /, sera ce que noos appellerons Féquatioiî cameiénMfut, 
Ofi ne devra pas oubFier que la varialile i est regardée comme fonc¬ 
tion de X, dans le premier membre de la formule Ti , et la variable x 
comme fonction de t dans le second rneinlire. D'ailleurs Î'éqiiâlitiiî (L, 
résolue, soit par rapport à l, soit par rapport k x, peut, dans une Iiv|M}- 
liiése comme dans Fautre, fournir cm une seule racine ou plusieurs 
racines diverses. Concevons, pour fixer les idées, cpe Féquâlioîi [ï\ 
résolue par rapport à x% fournisse diverses racines 

X — Xj, X zrr , 

représentées par des fonctions de t <jui se réduisent aux quantités 


dans le cas particulier où l’on suppose t = -. Puisque les deux variables 
.r, t doivent, entre les limites de l’intégration, rester fonctions conti¬ 
nues l’une de l’autre, il est clair qu'à chaque valeur de x, considérée 




j;)(» COMPTES UEMOS DE I. XC \DE\11 E. 

rorniiîo fomiioii <!i‘ t, r/'jiomlra, iiai!> la ioriiiiilc î , une spulc valftu' 
«h* t t’oiisiili'ivà ciiîiinu* pHU’tioïi ilt* .v. .Mais aux iiivi‘i'st*> valciii*» lit* ,v. 
^■|>nsiiit‘rêe coiinnc foiii'tiun dt* /, (•oiTes[»om!runt génénilenient diverses 
valeurs de l’intégrale 

I f(.r, t I (l,r; 


et, en nommant s la somme de ces valeurs, c’est-à-dire en posant, pour 
abréger, 

I i{x^t)dx~ j (i.x. t\dx. 


on tirera de la formule (3) 


r çn=,t)W(=,n 
J. uf(-,od ’ 


ou, ce qui revient au même, 

r‘ P a i) H 

l 


I J} 


F{z,l) 


là- 


r£(( 


'f(-, t) M’(a, O’’ 






le signe étant relatif 'a la variable auxiliaire 
Avant d’aller plus loin, nous avons une remarque importante à faire. 
Dans chacune des intégrales que renferme la formule (4), ^ est consi¬ 
déré comme fonction de a?. Mais la valeur de t en x pourra varier dans 
le passage d’une intégrale à une autre, si l’équation (i), résolue par 
rapport à f, offre plusieurs racines. En effet, la condition à laquelle 
cette valeur de i est assujettie, c’est que, dans chaque intégrale de la 
forme 

f {(x,e)dx, 

elle se réduise à v pour x = ^. Or la valeur de t qui remplit cette con¬ 
dition peut changer de forme avec la valeur de t. Si, par exemple, on a 




et 



E\riiyr 12 ^ 


ijii »ir : 


I ‘-1 î 


^ Ir rri]fI*iîi«iH 

rp'^oliie |i;ir rj-i|i|ioii â /, ^ï^iiîirra 

I - ’ r ^ I — 1 * ofi / 1 - y y'" 

«*l, «le t*i‘> ilrij\ îleriiirres Taltiirs ilr I, iü |ireîiiît‘rt^ ^'ri.irirtiiirti ii^iiii 
I, la sefeïiilt* piiiir .r — i» I!t*iii:iri|îiiiiiN ÎJ>iilt‘|iiî^ c|ii«% iLiris 
rri exeïii|ilt\ le> tlt^ux \aUnir^ ilt* i -hiîn Li f.imir 

I - I !■{ - - I ^ ^ ' y ^ ^ ^ ^ " 

la première seule îiiiniil la tliiiilile proprielé ilt* s'rTannuir a ki t»ii^ 
pi3iîr .r =r i et peur .r = — i. 

Et‘v«uiüîis a ht fiirmele f i , Si le rappiirt 

FirTïT 

ne cievieiît iiiliiîi que {M3iir des valeurs iiulles de F ry , si iFailIriirs k* 
rtyitlii ik^ la fracliiin 


relatif il une valeur nulle de otîre uîie valeur iJéterniinee, cette Itir- 
iiîiile dciiiiîera 


i f M 


r‘ P «fiJ.n (i f; J./ I n 

C. 


(Il — I I —------—- Jt. 

* T n Fî e ^ i 


Si l'oii reinplact' f x, t par un produit de la lorine 


f, /• ’ f. t 
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rétjuaîiun ù deviendra 



Eiitln, si l'on remplace /; par une fonction f a- de la seule va¬ 
riable .r, ou par une fonction f l] de la seule variable /, on trouvera 
dans le premier cas 


r'’’ F(-;i M~i 

et dans le second cas 

I / 4 ’M 

.9) 


Parmi les formes diverses que peut acquérir la fonction F'.r, t), on 
doit remarquer celles dans lesquelles les variables a-, / sont séparées. 
Cette séparation aura lieu, par exemple, si l’on pose 

FCa-, f) = r" — w(jr), 

n étant un nombre entier quelconque, et xs[æ) une fonction déter¬ 
minée de X, c’est-à-dire, en d’autres termes, si l’équation (r) se ré¬ 
duit à 

{ 10 1 P—V5{x). 


Dans ce cas, la formule (7) donnera 


Ci 




' /i 





Si l’on suppose en particulier» = 1, l’équation (10) sera réduite à 




i:\ r il \ i 1 i:iH 



Pariïiï qut» rnii ptijî ‘li.-iluin» 

!t‘ jirt^iiiit^r jîîîi'a;!r;!plit% ilnii :i! i »'Li;iïi|îit^r -iiu» ■nlilit'iii 

i|iiîi!id iiîi Nii|i|iijse tjiit^ i't*i}îKiiiiiii rani€li^ri>iii.|iiî% it^^iaiur r,î|:.|iiiii 

il h \arialtlr 4% a Imitr^ Srs réi:iîw> nadirs pour mit* Vdltoir nndlr i|iiei- 
i‘i)iii|iit‘ fît* la Vtirialili* /« 

Adiiirtîiiîi> rt*itr liyjicitiirM*; sujiposoîis enrore, |Miiir plii'^ iJr yim- 
piïritio ijiit* Idojiiatiijii eararîrrisliipie se présente sous la tiiriïie 

I i -izimi J \ 

TTj J/ fit^sigiiaiîî une foeclîoiî réelir et drîmiiiîire de .r: H eoiiet'iain 
iralianl i|iie relit* tbiirîiüü ci .r se retluise à iiiie frariir^ii raiOeiîifdiîo 
tlii |iiiiîrra prtoicJre 

V 

ir A -- 

Zf U' I 

à iitnigfiaril une roîistaeîe réelle et .r ileui (mwtmm entirrtn 

i!t* r dans riiaroiie clesijiielies le coefficient de la plus liâiiîr puissance 
limr se reiliîise à Fiiîiitm Cela posé, rliariiiie «les cleiii ri|iiatioin 

= ^ cr f .r * rzr O. 

I 

m.. .t} 

i‘l par Mîilt* aussi eliîicuiie des ileiix étjiiiilimis 

I li ' ^ I J‘ , — t), 

IM' laiet iie C —S. I, î. 1 L ‘ “ 
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aiiru tfUites se;; racines réelles et inégales. Sup[Hisi»iH ijue ee^ raeine-, 
ranitées d'après leur ordre de grandeur, de nianièr»* à roriiier une ■^uiîe 
er<>i'«sante, soient respectivement 

,,, a,, ris. ... 

pour l'équation )}, et 

I - , üi, b,, bs. . . . 

pour l'équation 4). Suivant ce qui a été dit dans le précédent .Ménioire, 
deux termes consécutifs de chacune des suites C(»mprendront 

entre eux un seul terme de l’autre suite, et les degrés des fonctions 
entières 

■l^{œ) — {x—bi){x— bi)..., 9(,r) =:(,r — «, .. 

seront égaux ou différeront entre eux d’une seule unité. On aura donc 
trois cas à considérer suivant que la différence entre le degré de i'.i- 
et le degré de o{x) sera 

I ou O ou — I. 


Si l’on nomme n le nombre qui représente les degrés lorsqu’ils sont 
égaux, et le plus grand des deux, quand ils sont inégaux, ces mêmes 
degrés seront respectivement, dans le premier cas. 


dans le second cas 
dans le troisième cas 


n eî n — I ; 


n et ni 


n — I et n. 


On aura par suite, dans le premier cas, 


(8) 


, {x — bf){x—hi) ... (.r — 
(jr —«i) ... (.r — 


dans le second cas 

^ ) ( a? ^2) ... (.X bu ) ^ 
{x —«i)(a? — a,) ... [x —o„)’ 


( 9 ^ 



E\TII U I m 


t'î ilaiH II* 


\liyilILN Illîtilîtf^liaiJÎ Nf-riiiil, h ‘'è. ^ ^ tir Ir»» 

vaii*iir> iIp Iti >i#fiiiiir ilîiii*- |r |.f,irtMhijilir jnr l.i Ifiîîv i 

IlaIl^ Ii‘ |imiiîar «'as, iaîiiii> «|iii‘ l.i lai'iabîa .t |àis'-rra ii"îjîi Ir-rîii»^ tJ» 
la serif‘ 

— X. #i|, X 

ail ît^roîe suivant, la rapport 

t*riiilr;t sans resse, eiî pâ^saiil tît^ la liiiiilf — x a la hiiiiît x. il .. 
alors, les t}ivi*rses tbroiiiles Au prernior |iîirâ"ni|"iiit% tiu pa«ri%i 
jireiiilre pour 

/ ei 7 

doux tjîiaiitités finies queleoiitjiies. L'éqiiâtion (ë;, resoitie par rap- 
jiort à .r, Ibîiriiîni irailleiirs, poiir «ne valeur qiieiconc|iie âe i ou ile t, 
les valeurs eorrespoinlaiites des tjiiâiitilés 

a’i, a 2, . . ., a 

OU 

^ J, ^ 4 , .. ., 

qui se trouveront comprises, la première entre les liiiîilch — x, ii|, la 
seconde entre les iimites a^^ a,, k dernière entre !es üinites 

Si, pour fixer les idées, on prentl 

I 

7 ™ O, J X, 

la formule i' i') du § I donnera 

va ^ 

(ni S" I l 'id.r I îi i\ t \ fi.i 

.II. _ 


— ... — I f i a", I ’ tij 

- â. 
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Si l'itii ail cuiitniirt‘. 


la Kii'iiif* fiinmilo donni'ra 


. 4 = 


I fl .r. / u/.r I f i\ t ]d,i' — ... — I 


i’î / • r/.i 


Enfin, .‘^i l’on pri'nil 


on trouvera 




sz=z i f{x, i) dd‘-T- j fur, £ u/./* — ... — I fi,. 

ou. ee qui revient au même. 


.r, / i r/x 


1 

^ l.l ) 


s- I 


D’ailleurs, la valeur de s que détermine la formule (i i > ou 12 i s'ex¬ 
primera, en vertu de l’équation , 6', <!u § F'’, à l’aide d’intégrales définies 
relatives à t, et prises entre deux limites dont l’une sera zéro, l’autre 
étant ± 3c. La même équation, appliquée à la valeur de s que détermine 
la formule (i 3 ), donnera 



U,x,t)dx—j 



,/ 


pfiS:,/) dl 







le double signe ± devant être réduit au signe -t- ou au signe — , sui¬ 
vant que la constante X-sera positive ou négative. 

Considérons maintenant le second cas où lavaleur de^ on.rest fournie 
par l’équation (9). Dans ce cas, tandis que la variable æ passera d’un 
terme de la série 


Ü9<, • • * ' ^Ai —1 ' J 


at, 


cc 



E\Tiîyr t±n 


l§7 


i‘riiiîr«i üii di*«‘roilKi >aîî> Niii\,iiiî qii»* ïnn aura a. ■ [ . 

ili‘ |iiii;^!i*> ili^iix liîiiileN riilrr i*r*Hîra il!! E^rapl'Hiri 

^ --•i*roîît i^rîitValeriii^iit — x t‘î x nii -- x i*l - x. St^iilt'iiiriîî i’’îiiip 
«il* i'i‘N liîllîli^H si‘ Iriiiivera rriii|il,ii'èr fiar riiiiila i|îi,jrii| Tîiiir ,|t^-liiiult**. 
lie la Vîirialiit* >f‘ra — x ou x. Par lairiNéijiinil on juMirra |iroîisir^*, 
|iiiiir 

/ l't 7. 


ihiiiN les diverses foriiiiî!e> ilii J; F‘. îitiii plus 

riiin|iies, mais deux qnaîiîile^ liiiif'S -‘iiiiiiiîaiiriijtTil -oiî 

entre It^s liiiiiies 

A et X, 


Miit eîilre les iimites 


t* I An 


Si d’aiîîeiirs on nomme 


i I M — X, Tj. Oj, . . ., J, X 

les /I rariiies île réqoatioii 

m ( X I -rz k Olî ( J‘ ) zn Ol .1* I, 

réqiiciîion : 91 , résolue par rapporta x, fournira, pour une valeur «juei- 
eiiiK|iie de i ou de t, les valeurs eorresponclanîes des ijîiâfîtiîés 

.r|. Xj. X., 

4 H 1 

7î, ^2, « . . , Zn ’ 

(jui st‘ trouveront comprimes, ou, la première entre les limites — x, a,. 
la seconde entre les limites r,, -••• la dernière entre l«‘s limites 

c„_,, a„; ou l»ien, la première entre les limites </,, e,, la seconde entre 
les limites a.^, Cj, ..., la dernière entre les limites «,,, x. 
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Si, |»oiir fixer !c> idées, (in prend 


la fuiiiiule -I du J; donnera 


I îf>| 


f î{æ^ t }dd‘I 

f-'—X 


U w, l)dx. 


Si l'on prend au contraire 


la même formule donnera 


i c I 


zi ({x,l)dx+f 

*■11, 


fa', t)dx 


et il suffira d’ajouter la somme fiG) à la somme (17), pour obtenir une 
nouvelle somme équivalente à l’intégrale 


L 


f(x, t)dx. 


D’ailleurs la valeur de s, que détermine la formule (i i) ou ( 12 ), s’ex¬ 
primera, en vertu de la formule (6) du § à l’aide d’intégrales définies 
relatives à t, prises entre les limites 


ou entre les limites 

-,—k et k. 

bi— «1 


Donc, à l’aide d’intégrales de la même forme, mais prises entre les 
limites 


— OC 

6 , — «1 


k 


et 


*1 —«1 
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Hfi i*i ^'aleiir 4e riîiléiirair 


f!l!l 


I ^ r./ 


tlïi st‘ îroiivi^ni ainsi rairiieiié âe lumveîin a la fViriiiii!i* i \ . 

dans caille foriiiiiie, le lîijiililt* zr ilrvra vire rt»iliiit aii si«iit* uii 

an si^nii^ —, siiiYanî ijue la éaiîtstantt»stnii |ia-.irîvt‘iiii îip^'at'na. 

Si ii Îîi îiniift* k lie îa varialiie Ion sîîfjstiîiiait ia liinitt* zéro, il îaii- 
ilniiU à w termes minsiVotifs île îa 


siiiisîituer ies «juaiitités 

/ij. h.. ..., h,. 

D'aiüeors zéro sera renfermé entre les deux limites 


oii entre les limites 


A- et 


b 


X 

I — fll 


k 


— X 

bl —■ iîi 


k 


oî 


As 


suivant que les deux quantités k et — iüj serniit affeeîA^es de siiiot^s 
contraires ou du même signe. On pourra clone, siiivanî que Time ou 
Tautre eoîKlitioo sera remplie, déterminer encore, après lasiibsiitiitifiii 
dont il s’agit et à Faide des principes établis dans le § la valeur de 
la somme (i6) ou (17), réduite, au signe près, a la suivante : 

f I æ, t}d.r -f- 1 fl .r, i} dj^ . -1- 



l'ï .JV ^ J di\ 


Cette dernière somme comprend, comme cas partîciiriers, celles qui 
ont été déterminées par M. Riclielot. 

Considérons enfin le troisième cas oii k valeur de i en x est fournie 
par Féquatioii (10). Dans ce cas, tandis que la variable x croîtra en 
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lia'^S'Unt li'iiii tfriiu' de la série 

— X, rti, < 1 :.. X 

au lenne suivant, le rapport ^ 

J; 


décroîtra sans cesse en passant généralement de la limite -x. à la limite 
— X. Seulement l’une de ces deux limites se trouvera remplacée par 
zéro quand l’une des limites de la variable .r sera — x ou x. Par con¬ 
séquent, on pourra prendre pour 

/ et r. 


dans les diverses formules du § I", non pas deux quantités finies quel¬ 
conques, mais deux quantités finies simultanément comprises, soit 
entre les limites 

O et cc, 

soit entre les limites 


— ce Ol O. 


D’ailleurs, l’équation (lo), résolue par rapport à m, fournira, pour une 
valeur quelconque de t ou de -r, les valeurs correspondantes des quan¬ 
tités 

..., .r„ 

ou 

J ^^ 2 » • • • 1 

qui se trouveront comprises, ou, la première entre les limites — x, 
la seconde entre les limites la dernière entre les limites 

ou bien encore, la première entre les limites la se¬ 

conde entre les limites a,, h.,, la dernière entre les limites a,„ x. 
Si, pour fixer les idées, on prend 

i 

~—0, -— — ce, 


la formule (4) du § D‘' donnera 




E\Til \ n l:!8 


M rmi jirrînL îni riiîiîn4iri\ 


lit iiiriiir fliriiiiile cloîiîiertî 


ç— I fl .r, i i fi i . I l\ r\ i (i i - - . I f / . / • #/r: 

tî., • Jl, * ,7 , 

rî ii slifïÎKi d’ajouter k soiiiîiie 19 ii la somme 20 |Miiir iibiriiir 
iiiiiivelle somme éf|iiivaleiile :i Fiiité^ralt» 

I fl £\ i ' fii ^ 


iFîiilleiirs la valeur de 5 que délerîuiîie ia formule '19 ou ^20' >'ei- 
priniera, eu vertu delà foriuuie G du § à faille d’intégrales défi» 
liies relatives a /, et prises entre les limites 


et — x.Â, 


Qc.Â' et O. 


llijiîr, à Faide d’intégrales de la loèriie forme, ruais prises entre les 
limites 

x.A', — X. ii\ 

ifii poiiiTa exprimer la valeur de Fintégrale 

ffl© 

On se trouvera ainsi ramené encore à la formule (i4;* Seulement, dans 
cette formule, le double signe devra être réduit au signe — ou au 
signe +, suivant que la constante k sera positive ou négative. 

Je donnerai, dans d’autres articles, de nombreuses applications des 
formules générales que je viens d’établir et, en particulier, de la for¬ 
mule (i4). J’examinerai aussi ce que deviennent ces diverses formules 
quand trr'.r'; est une fonction transcendante. 


QEupres de C. — S. î, t. VL 
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Vnuy^e siATHEMATtuCE. — Memoirr sur rintcp;ralion drs syslfiius d'iqua- 
tioiis auv différentielles partielles, et sur les phénomènes dont ertte 
inlée^ratinn fait connaître les lois dans les rpiestions de Physique nm- 


ihématique. 


C. R., t. XIII. P- I ' juiil. t I.*! il 


J'ai donné, pour l’intégration d’un systinno quelconque d’équations 
linéaires aux différences partielles, une méthode générale qui réduit 
le problème à la formation de l’équation caractéristique et à la déter¬ 
mination de la fonction que j’ai nommée fonction principale. La for¬ 
mation de l’équation caractéristique ne présente aucune difficulté. 
Supposons d’ailleurs, pour fixer les idées, que les variables indépen¬ 
dantes, comme il arrive dans les problèmes de Mécanique, se réduisent 
à ({uatre variables qui représentent trois coordonnées .r, v, =, et le 
temps /. La fonction principale devra être déterminée par la double 
condition de vérifier l’équation caractéristique et de s’évanouir pour 
une valeur donnée, par exemple, pour une valeur nulle de t, avec 
toutes ses dérivées relatives à t, jusqu’à celle dont l’ordre est inférieur 
d’une seule unité à l’exposant de la plus haute puissance de D, que 
renferme cette équation. Si, d’autre part, cette plus haute puissance 
de D, se trouve, comme il arrive d’ordinaire, multipliée par un coeffi¬ 
cient constant, la fonction principale sera complètement déterminée 
par les conditions que nous venons d’énoncer, et elle pourra être 
représentée par une intégrale définie sextuple. Enfin, si le premier 
membre de l’équation caractéristique est une fonction homogène de 

D^, Dy, D^, D„ 

l’intégrale sextuple pourra être, comme je l’ai prouvé en i83o, réduite 
à une intégrale définie quadruple, ou même à une intégrale définie 
double, si la fonction homogène est du second degré. 

Lorsque le système des équations proposées se rapporte à une ques- 
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fiivl 

iloii iir «1 hi î<' 4 s;" j . 

Ilit'Illiilllllri' ipa- , ,i I -1,^-1..^ 4 'I M ^ , I 

\*ii i«illlt‘^ i!lj|‘|,pjl4.|jlf «*-- i‘''i 4?^ 

I lu t ‘ ^ i| Il IM Lt ll-^ îl î I r |*r I i 4 •‘'^1 ^ t J î » *• U rw ? 'J I m| I ! I f I .J É?' ^1 1 '-®») <*► J |i»r « 

.111 illliîf fin |t^|il|i^ fléls^ F] Ji^>‘^^.^ Ui 4“’ -4 î.ï' t|s'^ . »f!iÉ’P'- 

llolir ,ili.ir>, !;t pro|iis4jiia!i ih: 3 f-i ^î‘» 

I.iilll> #i/l#/r| Si tlt,, i u; ? il^»^’l^ , 

siirir4i:r"^ 4o:it il s a^^ii, A 4t‘ uîmiuÎ; ‘«^ 4i*»Liii‘ 4? ^ arruit'®^ 4-' i.i ^ .* 
it'lürliî, i'r> >fjrt4rt*^ i/oiirîirs litn .rildloiiî |il‘ia> •< ! !»■*- 

iiioinc‘Iilf"Ills |iri>p€ij,'i^s îltnirli4i*illl ar i|l|«- j 4 iî 11111111114^ 4 ?'^ /i ’. 

MMplrs, La n.iiLsi4t*raliüîi «lïmir lit* cas iiioinriiit^iits sniiiiia*^ litciiitC 
ifalira^^rr rfiiisicJrralilaiiiaîit ralriiî'^, lA ii4iliît‘iiir iiiit* 
litciiita îi‘> itiis «!a ia |iro|ia^aitiiiii a lit* ^'r’îiiiilt‘> 4r'^ «îCili! -• 

irrliraiiîeiîîeiil. 

liaiis mes Aléiiniires ile 1829 et «la i 8 "i«n le> «leiix iiit^iioili^s 4 |iia ji- 
lieiîs «riïiiiii|uer se Ircmveet appliquées rime eî Faulre it la ileleriiiiiki- 
titiii de la siirtare îles oîiiJes qiie prmîiiît iiii rliraBleiueiit priiiiilif ihiu> 
îiii svstrfïH* lie iiioîeeules soliieilées fiâr îles forces iFalIrMClitiii tiii île 
ivjiiiihiüii lîiufiieîle. La première nîiHtiiide est ceüe dcuit j'ai fait usage 
dans le Mémoire du î 2 Janvier 1829 , dans une Note que reiitVriîie ie 
iiiilkiin lie 31. de Férussae ifavril i 8 ‘io, enfin dans le 3Ieiiit>ire ijiii a 
|iijiir iifijel riîitegralitiii iFiîiie et*rlîiifie chisse iréi|iiati 4 >iis aux ilitîe» 
rriiees partielles, et le pliéîiiiiïitme dont retîe intégration fait ciiiiîMiilre 
lr> lois dans les i|üest!Ofis de Piiysîtjiie îiialliéiiiâliqiie. La seeriîîilr iiir- 
IliOile est celle (|iie J'ai développée dans les Eæemees de JlaiÂémuiiijuts. 
Eiie ïiFa conduit très fiieileiiient aux lois tle la {loiarisâtioii, et, en la 
>iiivant, clans les 3Iéoioires des 3i mai et 7 juin i83o, je suis arrnr it 
niîîcliire que Fresnel avait raison contre iin iliiistre géomètre, en atir- 
iiiaiiî Fexisleîice de vibrations transversales perpendieukireN aux 
directions des rayons lumineux. I! est juste iFiibserver que !f riiéiiit* 
gt‘oiiièlre a reconnu depuis Fexistence de ces vibrations et prouve que 
leur propagation, avec la vitesse qiiejkvais calculée, était mw eiiîise- 
, iioence nécessaire des intégrales générales. Ajoutons que les lois de !.t 




polarisation, ^•olll^ie on devait s y attendre, peuvent se déduire des ijj. 
téÿfrales générales aussi bien i(ue de la ennsideratiun des ondes planes. 
C’est ee (jiie .M. Blancliet avait très bien vu dès l’année iH^o, et ee ijin* 
nous aurons bientôt l’oecasion de rappeler en rendant compte de l’im- 
portant .Ifémoire qu’il a présenté derniiTcinent à r.Vcadémie. Obser¬ 
vons entin que les intégrales sextuples, qui représentent les valeurs 
générales des inconnues propres à véritier un système d’équations 
linéaires aux ditférences partielles, et (jiii, après leur réduction, four¬ 
nissent les lois des phénomènes, peuvent elles-mêmes être eonsidérées 
comme déduites de la considération des ondes planes. En effet, pour 
obtenir ces intégrales, il suffit de décomposer les fonctions de ,r, v, -, 
qui représentent les valeurs initiales des inconnues ou de leurs déri¬ 
vées, en une infinité de parties respectivement proportionnelles à des 
exponentielles dont chacune a pour exposant une fonction linéaire; et 
il est clair que, si l’on représente par .r, y, z des coordonnées recti¬ 
lignes, les diverses valeurs d’une fonction linéaire de ces coordonnées 
correspondront à divers plans parallèles les uns aux autres. Par consé¬ 
quent, la décomposition dont je parle, et qui s’effectue à l’aide de la 
formule de Fourier, ou plutôt à l’aide d’une formule du même genre 
<{ue j’ai substituée à la première (vofr le Xl.V Cahier du Journal de 
r École Polytechnique), revient à considérer l’état initial comme formé 
parla superposition d’une infinité d’ondes planes. 

.Nous avons maintenant une remarque importante à faire. Les phéno¬ 
mènes dont on se propose de trouver les lois, à l’aide des intégrales 
générales, sont ordinairement ceux qui se produisent lorsque les dé¬ 
placements des molécules et leurs vitesses ne sont sensibles à l’origine 
du mouvement que dans un espace très resserré, par exemple dans le 
voisinage de l’origine des coordonnées. Mais alors l’emploi des for¬ 
mules, dont je parlais tout à l’heure, a le grand inconvénient de repré¬ 
senter un ébranlement initial circonscrit dans un très petit espace par 
la superposition d’une infinité d’ondes planes dont chacune s’étend à 
l’infini. Ayant recherché s’il ne serait pas possible de faire di.sparaître 
cet inconvénient, j’ai eu le bonheur de réussir. Le moyen par lequel . 


EXT lui T x» m. 


±u:i 

f\ Niiis {larveiiii «Ta f*tf‘ Migi'nv jiar iiii IîiîI re nie î^eiiiljlr, iT* 

Î’iitteiitiiiîi des plnsicieris, ei ijiie jXii «li‘ja cité tkîis its et 8® liirai- 
^oîîs de mes £’.rrmrfs d\inulysf\ Jt* vais iralii'irtl le rappeler en peii di* 
mots. 

I.es moiivemeiits siiiiplf^s et par ondes jilaries rie srinl pas les seuls 
dans lesquels les ineonniies jinisseîiî êtrt^ exprimées pariles fcirietiiiiis 
tiriies des variables indépemlaîiles : i! existe d'auîres iiioiiwîrieîils nii 
ioTte coîiclitioîi se trouve pareillement refniiiie. Ainsi, en iiarîieiîliiov 
lorsque, dans un système isotrope, les éqîiaîioos des nioiivemeiils iiiti- 
• îiiîiieîit petits deviennent homogènes, des iiiîégrales en termes finis 
peuvent représenter des ondes sphériques du genre de ceîies qui* j'ai 
iiieniionnées dans les Compies renflas des seafêces de FAeadénde df^s 
Stienees, L II, p. ^ » savoir, des ondes dans lesquelles les vilira- 
lions molécohtires soient dirigées suivant les éléments de cireonfr- 
renees de cereles parallèles tracées sur des surfaces sphériques; ees 
vibrations étant semblables entre elles et isochrones pour tous les 
points d’une même circonférence. Pareillement, si ce qu’on appelle la 
surface des ondes est un ellipsoïde, des intégrales en termes finis 
représenteront encore des ondes ellipsoïdales. Ajoutons que ces di¬ 
verses ondes auront, comme les ondes planes, la propriété remarquable 
de se propager en conservant toujours les mêmes épaisseurs. Cela 
posé, il était évident pour moi qu’il y aurait un grand avantage a con¬ 
sidérer, s’il était possible, un ébranlement initial, circonscrit dans iiit 
très petit espace, comme résultant de la superposition, non plus d’une 
infinité d’ondes planes dont chacune s’étende à rinfini, mais d’une infi¬ 
nité d’ondes limitées, par exemple d’ondes sphériques ou d’oniles 
ellipsoïdales. Or cela est effectivement possible, comme le prouvent 
les formules nouvelles que J’ai l’honneur de présenter à l’Académie, 
et comme il était facile de le prévoir. Par suite, les lois de la propa¬ 
gation du mouvement dans les milieux isotropes, par exemple, peuvent 
se déduire immédiatement, et même sans calcul, de la connaissance 


I ® ) iÆuvres de Cauchy^ S. I, T. IV, p. 52. 



■m COMPTES RENDI S DE 1. \r.\l»KMiE 

.U» ioi;« irlativfS à la poqiagation des oiui.-s Ur. 

i!cnii(Tt“> Sf trouvent repiTSeiitéos pa!' dr-, intf5,'ia!(‘-> on torinoN 
tiii!.'-. «lue l'üu o!)fieiit sans peine et sans le ^eomlr^ du Caloui inte-ral. 
il en i'esulte que, dans les milieux isotropes, les lois de la propagation 
dri s<»a. de la lumière, etc., peuvent etre établies trt‘> sinipienieiiî, 
de manière même que la plupart des raisunnenients, auxque!.-, on a 
recours, puissent être exposés dans les Traites élémentaires de Phy¬ 
sique. La même observation s’appli(|ue au eas où la suriaee de l'onde 
est ellipsoidale. Ajoutons que, dans tous les eas, il y aura un grand 
iivantaiie à décomposer un ébranlement initiai limite en ondes (le la 
forme de celles qui peuvent se propager dans le milieu que rtm consi¬ 
dère. Or cette forme peut être déterminée à l'avance et se déduit 
immédiatement de la forme même de l’équation caractéristique, 
comme je l’ai montré dans les divers Mémoires que j'ai publiés en 
i8do. 

Au reste, la seule décomposition d'un ébranlement initial, circon¬ 
scrit dans un très petit espace en ondes limitées renfermées dans ce 
même espace, est déjà très utile, quand même ces ondes n’auraient 
pas la forme de celles qui peuvent se propager dans le milieu que l'on 
considère et seraient, par exemple, leduites, dtins tous les cas, a des 
ondes sphériques. En effet, il suffira de substituer une de ces ondes 
à l’état initial et de particulariser ainsi cet état pour que les intégrales 
générales, celles mêmes qui se déduisent de la considération des ondes 
planes, subissent de nouvelles réductions qui permettront de recon¬ 
naître plus facilement les lois des pliénomèues; et ces lois une fois 
établies pour un état initial représenté, par exemple, par une seule 
onde sphérique, continueront de subsister pour un état initial repré¬ 
senté par un système d’ondes sphériques, c’est-à-dire pour un état ini¬ 
tial quelconque. 

Je me bornerai, dans le présent Mémoire, à établir les formules 
générales qui servent à décomposer un état initial eu ondes d’une 
forme donnée, et à déduire de ces formules les intégrales qui repré¬ 
sentent les ondes sphériques ou ellipsoidales. Dans un autre Mémoire, 



E\iKUi \'^ lit 


iiiT 

J :t|i|ilii|iif‘nii !§*> iiiriurH ;§ riiift^^’riitiiiii ii»i!ii«i» 

iiii iiif*iiit* liiiii |iar i|iii 
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Clïi il, riiïiiiiit^ Foîî sait, ni i!i*si;,^naiil pur i mit* i|iiaiitiît‘ pu>ilnt\ ijin 
|M»iil iraülpîifN firp îrt^s 

• fif ~ 

- — r- # 


Oîi en roneliit, en ilési^iiüîiî par ont* aiilrt* ijiiaiiîiîn pH^hivi* tO rtoii- 

'1 

plafiiiil r par fi-r. 


3 dr 


^jr- 


a S * 


[mis, en ilitîérioîlianî par rapport à 0 et posant, apres la ditlereiitia- 

lîflil, 0 = f , £ — I , 


r* f* dr r. 

lj‘s dernieres équations, que Ton peut iFailleurs étaliFii* direi^teiiitoil, 
vont îioiis fournir les moyens d’obtenir des formules générales relîitivf> 
il k fransformatioiî des fonetioes de trois variables indépendantes. 
Soif 

f I JT, ^r, J f 

îiïie fooetion arbitraire de trois variables a*, j% qui pourront être 
roiisidérées comme représeritaot trois coordonnées reeîangîiLaires. Sciîl 
tmeore 

(Il z= V, Z} 

une fonction des mêmes variables, homogène, et kdlement choisie ijiie 
ia surface représentée par Féquatioii ï s pour une valeur donnée det. 
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Donc, si l’on pose, pour abréger. 


(to) 



dq dp^ 


la formule (9) pourra être réduite à 

(II) Ü = ©f(Æ', J, 3), 


et l’équation ( 3 ) donnera 
(■a) — 0 J"J'Ç j 

la valeur de Æ étant toujours déterminée par la formule 


fX, V) , 


— IX-y, v — z), 

et l’intégrale triple s’étendant à tous les systèmes de valeurs de À, p., 
V qui répondent à des points renfermés dans le volunie 

Dans ce qui précède, nous avons supposé que ,f(,r, y, n) était une 
fonction homogène du premier degré. Mais il est clair que l’on parvien¬ 
drait encore à la formule (12), dans le cas contraire, si le rapport ^ 

se réduisait à une constante finie et différente de zéro, pour une valeur 
nulle de r. Seulement alors la valeur de (“) ne serait plus celle ([uc 
détermineraient les formules (6) et (10). 

Pour montrer une application très simple de la formule ( 12), suppo¬ 
sons l’équation (i) réduite à 

(. 3 ) , = 


La surface représentée par cette équation deviendra une surface sphé¬ 
rique; et, comme on trouvera 


Q- 


0 = Tl’, 


la formule (12) donnera 


(i 4 ) 
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M -2 

une onde ou splicrifjuc, ou ellipsoïdale, etc., suivant que la surûice 
l'cprcsentée par l’équation ( i) scraou une sphère, ou un ellipsoïde, etc. 

Si l’équation (r), se réduisant à celle d’un ellipsoïde, était de la 
Corme 

i 

; [ (i ) ^u-=.{a x~ -f- b y- + c z- -h rlyz -h e zx + 2 fæy ) -, 


7, b, c, dy e,f désignant des quantités constantes, la formule (ro) dén¬ 
ierait 


0== 


rx 

ce ’ 


e étant une (fuantité positive déterminée par l’équation 
18) cD- =: abc — ad- — he- — cf- -h p. def\ 

‘t, par suite, la formule (12) se réduirait à 


i'O) 


i\x\y, z) : 


y'ff$ 


E l'( 1 , fX, V ) 


-h AO 


- dl dij. d'j. 


la valeur de A- étant 


/ÎO) 


A 


fi{.f — h{y — ix)-+ c{z — v)- 

+ 3 d{y — (x) {z — v) -i- t'(; — v) (./■ — l) -h "’./C-r — l) {y — ,a). 


Alors aussi ré(}uation (ao) représenterait un ellipsoïde dont le centre 
'.oïnciderait avec le point ÇX, p., v). 

En terminant ce paragraphe, nous ferons encore une remarque. On 
courrait déduire l’équation (i4), et c’est même ainsi que je l’aid’ahord 
.rouvée, de la formule 


'■<--> =////// 





]uc j’ai substituée à la formule de Fouricr le XIX® Cahier du 

Journal de Vlicole Polytechnique, ainsi que les Exercices de Malhérna- 
ùqiies), et qui suppose l’intégration relative à chacune des variables 
luxiliaires a, 6", y effectuée entre les limites — oo, co. Quant aux inté- 
,frations relatives aux variables auxiliaires X, [j., v, elles devront être. 


KM’UVIT N" lüK 


•il:5 

U'- la Ini’Hiulc •.> T, coiiuua dans la lariinila 1 i/i^. clrndtu'a a Inii-’ las 
inls du v(duuic x>, si la Iductiuii i' .r, u’a du valaiir scusibla <|ua 

us riiitt'u-iaur de ta' voluiiu'. Or la luruiulu (ail paul s’écrire euiiiuie 

^uil 

,i l'i j I I '.IVa.;/, V )-/>.//;/'/v, 

valiMir (li‘ v* (‘(an( 

. ^ ^ f /* I I ' " ■ • ‘ 

’ailliMirs, h's \ariahl(‘s auxiliaires 


nil eeu'.iddrees, daus ridiualiou î . eumme n'pres.uilaul de'- ceue 
'S reelau.uulair.'s, puis 1 raii-idnudes eu euurdeundes p.daires 

aiile il{‘N InrinlilrN 

^ / rns/' ^in/MMKr/, y /• 

Inr*^. eu jMhsaut» |MUir al)rej;’er. 

I 

> |i /■ > i' ! t,i y r i ( A vi' 1' 

I 

, /MSI,/- Il ;; I-in/MMi-,,/ i a v , sin/->iti-/ .cas.,. 

lit Iruiucra 

, { ‘ ) ' / / / '/■ siii/.,//.././<//■• 

’ar suilc. eu ciiiisidiu'aiil rintc^rale 

j P I il,- 

•uiuiiie la liuiile \crs huiuelie cuiuerae la sui\au(c 

I r > ://■, 

P,U,lis .pic le umulire i s’approche iudeliuiuicul de la lituHc /ero. 
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ayant égard à la formule connue 


j I / (r cos d) sinP dp d(j —-2.-a: 1 


t: 

/(v COS p) siil P dp, 


on aura dcünilivement 


Or cette dernière valeur de oi., substituée dans l’équation (22), la fait 
eireetivcrnent coïncider avec l’équation (i-'i). 


^ il. — Ondes sphériques ou ellipsoïdales^ 


Supposons que, le polynôme 

a.r- -h- h y- cz-~^ 2 dyz -f- 2 e zx -4- 2. fxy 
étant positif pour des valeurs quelconques de x, y, z, et la fonction 

F(.r, ,r, 5, t) 

étant (le la forme 

F(. 7 ', y, ;,/!) = ox'' + b y -■+- c-- -f- a dyz + 2 ez.r + a/.r r — 

l’inconnue a doive vérilier l’équation aux dilfércnces partielles 

(1) F{l).,,. D,.,]foD0K = o, 

les variables. r, y, z, t rcju’ésentantd’ailleurs trois coordonnées rectan- 
gulaircîs et le temps. On pourra satisfaire à l’équation (i), en posant 

(2) « w{ax H- r^)' -h ±: sL), 

la lettre m indiquant une fonction arbitraire, et u, e, tr, s désignant des 
('.oeflleients constants liés entre eux par la formule 

(o) F O. 

Par suite, on vérifiera encore l’équation (i), si l’on pose 

(4) b = K5T(i±:i), 



H\1'H Vir N" il."» 

I:i \ ali'iir lie \ l'-laiit 

U r ri II* r. 

I i * 

.S 

rî k th^Niuîianî uiir Inartitui qurh'nnqiu^ «las (•(M'lii«*i<Mi(s //, «r. 1) ail- 

|Miur uiH‘ \‘a!«Mîr «auisîanl«‘ (1 î‘ v , 1 ac|uafi()ü > r(qir(‘S(*nl<‘ra un 
[ilaa (liuU la iHiNitinn srra \arial)l«* «latis l'«‘spaia‘ av<M‘ l«‘s valcMU's «1(‘S 
i*(H*lVu‘i«Uî! N 

i\ tr; 

«U la surlaia*, t‘!i\alapin^ «!(‘ <a‘ plan, pourra «unana» v\vv r(‘prâs<Uï!(‘(‘ pai' 
rrijuaiioü *> pour\ü «pu* r«Uî \ aoUNhlria' 

i‘, n , 

nnii plu . launiiir lia-, (jiiaiililrs r.ii 1 s|au 1 <■ s. mais (■(imiiu' dus liiiM'tiuiis 
ilr r, » , ili'li'i'miiii'cs par la fnnuiilf 

I 1 U I •. r i ! Il' r 

I».,' !>.' 1',. s 

Ur, smîs raîîr nitnlititni at an pt^saiit, polir abra^^ar, 

î 

1 dih' ti'l" ht' ' «7 ' * 7r/ I . 

/„• ,i' , r'./ aA /* 

a 

.■/ ./7 hi tir rf 

*1* n ! , 

'.a 

un \rrra Ibajuariun '* sa ra«liur«‘ a la Miivank’ 

,, . a / ” i» i ' r ,7 ‘ ti i , »r .. r ‘ ’ { /p . 

([111, [Miur iiiic Nalmit' (’ii!i',(,iiiti' il<‘ , l'cprc'iciilc tm ('Hipsuiili'. ImiIii 
, m •.’a-iU'cra ai-cmciil tjnc la \alcnr dr •' r<mniic par la Curmulc ■* 
([iiand nn \ -iihaituc la \alctir de', (iiic donne la furmiile <) . emili 
nm r.i de \ei itier reipial imi i . '•i l’on \ sn[i[iii-'e 
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Ainsi 


(|> 


ct( -. M- O 



t 


rnprc'sonlei'ont deux intégrales particulières de l’équation (i). 

Supposons maintenant que la valeur initiale de a, correspondante à 
uin* valeur nulle de t, dépende uniquement de la quantité positive v, 
considérée comme fonction de x, y, z en vertu de la formule (9). Si 
l’on représente cette valeur initiale par f(ï), en supposant nulle la 
valeur initiale do D,a, c’est-à-dire si l’on assujettit l’inconnue a à véri- 
ti(îr, pour l = o, les deux conditions 

« = D,s = o, 

il est clair (|u’on pourra prendre 

, , _ ÜT(t 4 -Z) nT(v — O 

( l'O a —---J 

A ï. 

pourvu que l’on piamne, on supposant ï positif, 

(i:5) C7(r) =:;îrT(—-0 = 1 (‘(O- 

Oi% si la valeur initiale f(‘z) de a n’est sensible (ju’à d(! très petites dis¬ 
lances de l’origine, et entre les limites 

■L — — S, V — Z, 

sdésignanl un nombre! très petit, la valeur de a, au bout du temps/, 
ne sera sensible ((u’entre les limiles 

(l.'l) X —Z — £, 1 = Z 4-£, 

par conséquent entre les surfaces des deux ellipsoïdes rej)réscntés par 
les équations (t 4 ). Ajoutons que, si l’épaisseur de l’onde comprise 
entre ces deux ellipsoïdes est mesurée dans le sons de la nouvelle' 
coordonnée x, cette épaisseur sera constante et représentée par 
Observons enfin que la formule (19) du § 1 ®“' permettra do ramener 
immédiatement le cas où la valeur initiale de a serait d’une fornu' 
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niais M‘ü>ihln MMiliniuMit dans In vnisinaj»’!* (l(‘ l’(n*ii>iin\ an 
ras tjiir n{Hi> vrnons d(‘ tï'aihn*. 
ljn’s<nriHï <n])jM»M* 


/> r, ./ 

un a par suifa 

a I» cl 


/ ‘S 
r O, 


c't r<‘<[uatiini <1 , rrcinilt* ii 


I > * .ai./■* • . Z ), 

rrprrscMïtc», nmi plu*^ un c‘lli[isanl(\ mais uni' spliàn', Inrscpron altrilnn' 
a '* niH* Uilcnr cMniNfanh*. pai* snit<\ h‘s nndc's cdlipsnïdalcs S(‘ 

ri*ilni''t‘n! ;i dc‘^ chuIcn Nptn*ric[in*>. 

han ^ un piaHdiain \î’ti«dr ja muntï’nrai cninnnuil la Idrmnli^ f i :> > 
luunnî Irs Ichn d<^ la prcjpa|^uitinn dus nnd(\s sphâri<)U(‘s nu nHipsoMlalc‘s 
daii'^ !«‘h milîcMîX tdasticjun^. 


!:l<h 

(.\nîl î\nca;\î. Mu/Nairr Mir /'ur/if^foi t/r /n InuLs/onNUliafi des roor- 
pair A/ di'irnHinalioN ti Ut tVilttriitui tirs t/ttrprtflrs dr/t/iirs 

ttîiiliiplrs. 

i: Il I. Mil I». ’l Ml» jnilîc*! iH J f I. 

thiîtH un \rtii‘ln t|în* nutlnnnr la \i/ livraison dt'S /savvvïrr.v t/r Mtt- 
iUt iiitiiitjin \ * . j‘ai tait \uir<|nn lu passade* (Tun systiunn du cuHnalnnnca^s 

a un auha* tniirnit lu mnMUi crc^taldir qn<d<|nrs (ornuilns dij^in^s de» 
ïtnuari|ni\ qui snr\<nit a la tran'^lnnnation on a la !‘odn{*(ion de* can’- 
îaiurn {UÎn^'ralrs dotinins simplos oU douldc^s, i^t (jni caunprcMunnil, 
runiini* vii-^ jiaîlic*u!îm% nuu fnrinulfMlonii(n\ un iSk), par M. Poisson. 

r// lo ’v * i/r / .ni* . '^*‘1 l*‘ Il. Î*iînr|\ 

• S 

i Ui ’ ri ri S. I, ï \ I 
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Je me propose, dans ce nouveau Mémoire, d’établir quelques autres 
formules du même genre. Lorsqu’on les applique à la transformation 
de l’intégrale quadruple qui représente la fonction principale propre à 
vérifier une équation caractéristique bomogène aux différences par¬ 
tielles, on voit cette intégrale prendre successivement diverses formes, 
parmi lesquelles se trouvent comprises celles que iM. Blancbet a obte¬ 
nues, dans le Journal de Mathémaliqms de M. Liouville. 


Analysis. 

l’’''. — Formates déduites de la transforniation des coordonnées 

dans lin plan. 

Soient .r, j deux variables réelles, et 

l'(.r), f(.r,7) 

deux fonctions réelles de ces variables. Il est facile d(! voir (fue, si l’on 
représente par 

O ! '"'t 

a, O, a , 

des constantes réelles, on aura, non seulement 

(I) 

mais encore 

( ■.! ) j I f (a./'-h a'r, G.f S'y) d.v dy = ^ j 1 y ) d.r ily. 

' 00 33 00 * - r. 

Ü désignant une quantité posilivuî détonninéo pai‘ la f()nnul(‘ 

(o) — oc'GyK 

Supposons maintenant que, dans la formule (2), on r(Mnplae(‘ h's 
variables «x*, j, eonsidérées comme représentant des coordonné(îs r(‘(*- 
tangulaires, par des coordonnées polaires /•,/>, à raid(‘ d(is formules 
connues 

r = '*sin/>, 
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l >19 


qu(‘ Toîi [HMit rcrirr (‘uüuih* il suit 

r ii/\ >■ tv, 


{‘ü pHsaîü, pour 


o!i îrtni\t*ra 

». I I r[,/ii /i'i/, I %*!/’|/‘r//» J/’ ^ I (///■, r/irf//^///\ 

Si au .sU|qH)Naul 

un taiî, ilaîiN la tnruiula *» . 

h / , > ' ^ * /1 ^ h 

alni's, t*u axaîit rj^aial a i aquatUHi 


/ 


^// t , 


rl jHiNaîtt, |HHir abri*piu\ 

,, H 1 1 / ^ r’ * // a ) 


un tu'i'ra <!r la buauilla » 

I 


tu f s a ^ \ 


H 


H 'Ïh‘ L.I 


M 


Tuii NiijijUiNaiî luN c'uattialuîil^ 


/, / . 


.i>.*.ii]i‘îlî% a MUaiiar 1 rs iauulitiaii- 


t, ^ ^ 


( > 


itii aiîi'.uî. |Kiî* ‘-iiila. 


I 


(“I t ; 



2-20 


COxMPTES REiNüüS ÜE L’ACADÉMIE. 


et la formule (7) se trouverait réduite à 


(!C 



U -h a'r 


O -}- Ô' (’) dp =: 


I 

Q 


/ ./("> r) 


§ II. — Funnnles dédtiîtes de la iransfonnation des coordo/uiées 

dans l’espace. 

Soient 

./•, , 1 , -- 

trois variables réelles, 

r, 

une fonetioii réelle de ces variables, (!l 

y., oc , y ^ O, O, o , , / 

neuf constantes réelles. Il est aisé de s’assurer que, si l’on posc^ 

(i) <i=:z^(^e'ÿ"^xoyi{-y 6 ''y—o^ 6 y”+ysÿ'—yG’y y-, 

on aui'a 

ît j,iOO , é itj 

I -H y[v - H b.r -h 6'y -f- o"b, y.r y[y -h y''z) dx dy dz 


(-\) 



CO — 00 ^ — O 


T> f ( I 

- oc - 30*-'-00 


;) d.f dy dz. 


Supposons inaintenanl ([uc, dans celte (bumière Ibrniub', on lami- 
placc les variables 


’ > y f 


considérées comme représentant des coordonnées rectani>ulair(‘s, par 
des coordonnées polaires 

P, <h 

à l’aide des formules connues 

,r ::lz/• cos/J, yw =/• siii/; COS y, r ;*../• .siii/^ sin y, 

que l’on peut écrire comme il suit 


y' ~ ur.^ 


y- 


b zz: n7% 
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rîi , |HMir 


r U' sin//snw/. 


( Jn t nnw ara 


^ I I j }'!> /^/ < a 7 \m/\ l’i// 1 Va ■ Viaw, t y// ! y'a ; y'ta)/* | rZ/x-//* 

^ I II IA//. a/', ta/ I/• sid/mA/ f//i V/’, 


Si ifaîll i*urs, vu sü|i|M»satit 


au faif, dans la furnuila '{ 


\ ^ * 


' a ‘ r j ' > ' . 


ars. ail a\aïit a^ard ii raijîiatiaîi 


I /’V* eir t. 


at [insaîiî » |)ütîr ahra^^ar. 


a» 1 1 /// / i /ira' 1 // a a* î ' ï ^ n \ y a • y ta) 


«ai I îrara da la larniiîla | 


I I I 


a // a . a y 1/ y‘a - y «a psiii///A/ 
' a) ’ H / H‘ 


I / f «, 1 , a t -au/* //'/ V/a 


si Idai %iînfî«>^ail la^ raalliaiaiils 


y. y . / 


a^^îîjtVIîN a \i*ntiar laN aaildiîUMiN 


/ / 
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on aurait, par suite, 

£2 = 1, © = i, 

et la fornuilo ( j) se trouverait réduite à 


1 / / /(ocua'v-h € n-h S'vyu-hy'ç-hy"fr’) fiinpdr/dp 

,ON I '■« 

(h) ( 




/(«, r, (p) sin/) dc] dp. 


Si les trois dernières des conditions (7) étaient seules remplies, 
alors, en posant 


(9) P = (a^ 4 - 6"- -h fŸ, p'--= (a'^ 4 - 6'^ 4 - )L p"= (a"^ 4 - S"'-" + 


on trouverait 

(lo) £2 -= pp'p", O = (p‘^ U- 4 - p'^ e- 4 - p"^(p-)‘C 

Lorsque, dans ta Ibrniule (8), on suppose la fonction f[,r,y,z) 
réduite à une fonction f[.v) de la seule variable x, on a simplement 


(t,) 



/{a. cos P 4 - a'sin/j oosq 4 - ot." sin/' sine/) sin p dq dp 


..TC 

aTî / J\oosp)s\\\p dp, 


c’est-à-dire que l’on se trouve ramené à la formule donnée par M. Pois¬ 
son, en i8i(). 

Si, dans l’équation (G), on pose 


l\x, y, z) = 



les valeurs de x, étant 

P = (-c- 4- .r- -h z^f, 

k 

U' ~hx 4- ky 4 - Lz, ‘.^= 4 - hy- -t- cz^ 4- ^.dyz 4 - 9.ez.r 4- 9, f xyy‘-, 


il suffira, pour satisfaire aux trois dernières des conditions (7), de 
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|)rc‘îulrt‘ pour 

^ /, y\ 7 ’ ^ 

fîMUs NN'-îiua(‘N <lo valoars do 

U ‘ 

olinîsi^ do iuanior<‘ a vtuâîior la loruiulo 

i/ / /' f'y /' / ^ ' / 

î • s . ’ 

./ f 

cl ciirrcsjioiHiants aux trois rat•ill<'^ ilu 1 ('(lualiuu on 0 , t|uc 1 ou ultliuu 
• Irait on •■liminant du rutto l'oriuulo /. u. Supposons .l’aillours <1110 

los •■iiiiatioiis 

,! l / t 

, ; . Il f> X d 

^ r / ii ^ O /, 


■tant rosoluos par ra[ipurt à .r. 

duliuctil 


a 

\ 

a \ 

f Ï'S i t 


t’ \ 

h \ < 

l/. 

1 

i‘ \ 

- ( 1 \ 1 

’ /. 

[*ait*ni noüiiîioîiN IX 

\ioîiuoîit o; i 

•t 1 i|üaml (Ui \ roiuplac’o 

1 , \ , 

{U P{ »'■ Uü -s 

‘ l 

»ar a. 

», »<, 

1 1 i ti /h ti i 

/>f 

‘7 ' 

M/r/ i 7 

ih ..•/•■ h/.' 

rt 

' mI/J 

M* /// • i r. 

1 )n intT.i di' la l'oriiudo d 




-Ul/.././ 

11 K < 'is^i ' 

7 'V ro-'/' 

**' / 1 U 0 f' 


K ' 


i i^tîo « 


riiioro rquaîioü muioido a\oo Idiuo dt‘ c’oUo'^ tpu* j ai douuoi* 
l<d li\rai*'^ou dr^ Kvftnri's tir Miiîlifumlu/tn s. 
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Avant (le Loriniiiec ce pacagraphe, nous citei’ons encore une formule 
générale à laquelle on se trouve conduit par la transformation des 
coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires. Si, dans ré(jua- 
lion connue 


117) 



>', - 3 ) eix dy dz 


.CTC’^ 


i/i\ (7‘, ivr) r- ^\np d(i dp dr^ 


(Ml i‘enn)la(^e 

i‘{x,y\z) pai‘ c /'(-1, 

• ^7* ,r J 

(U si l’on pose d’ailleurs 


)' r Z fï’ 

(18) V “ - ™ ~~ n;,:: VàlV^f) COSf/, W -r:: - ~~ -zz: lani>7; silU/, 

.V ((. ^ .V U ^ ‘ 


011 trouvera 


(d)) 


/ / /e-, 

. 0 




^ d\\\pd(/df> 
VOd~/> \U'A))^-P 


r r j\^d vv)<-/v 

^ ^ ce 


dW. 


Nous avons, dans c.e Ménnoirc, employé, [xnir la réduction des inté¬ 
grales définies doubles, des transformations de coordonnées rectangu¬ 
laires en d’autres coordonnées reclangiilain's ou polaires. On obtien¬ 
drait de nouvelles réductions du m('*me genre si l’on (unployait, comme 
je l’ai fait autrefois dans le cours d(' !Mécaniqu(,“ de la Faculté des 
Sciences, des coordonnées d’une natuia; ((uclconqiKC (m considéranl 
un point do l’esjmce couiuk' déterminé par rinters(u‘(ion de trois sur¬ 
faces courbes, dont chacune se trouverait représentée’ en coordonnées 
rectangulaires par une (upiation qui renfermerait un parami'tre va¬ 
riable. C’est là, au rosie, un suj(^t sur bupiel j(i me propose de revemir 
dans un autre Article. 
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l:il. 

( ',\ii I I iMi (a;vî.. sur t/i\rrs('s Ininsjonnafions rrnittniutthlvs dr 

hî four!tan pniK'tpiiit' ipit wri/ir ttnr tujitatton caniclcnstitpn' htïïfuypt'fir 
ntl r t/ijfrn'n('rs paritrl/rw 

t‘,. U., T. Mil. I». ju t J > juillrt ïH JI I. 

SU[îjHiN«UlS «jUa 

¥{J\ J , n 

rrprr*^i*uî<' îuip i’uuc’îltHï dr j\ v, r-, /, lîuîiio^riH* thi dr^i'r c'I tl«nis 

l:Hin<*!I(' lt‘ .■urriiciiMil <lc /" m' iviliiiM- h riinil.-. Ninimioiis .raillrurs ", 
uur tiiiii’tlnii |U'iiiri[iaIf‘ a>''UjcltH' a \crilirr. ijiii'l ([iH' soit /, l (‘quation 
(■arai‘tcri''t iqui‘ liomoui'uc 

!■ M>.. U,, n . U,0'a O. 

ol, jiour / O, II"' conditioii'' 

, . I M O, H, r.1 O. D',' ' l'a Mt-c, . -■ 1- 

l.a vali'Uf 'U'iifralc (ic l■oIIlllH‘ je l’ai lait voir dans h* lUillvtiii di' 
M. do l’Vru-.sao. ou iS'io, ol. jdiis r('‘oomiuont, daii-. iiii's K.irfrins 
,/' in,i/\ O , poiirr.i oîro nqirosonloo par tmo inh'fJtrah' ih'dinio (luadniplo. 

i aura, an f*tlrt, 

In r" */’-iu/^ sina r.ti > . p, v i ^ 

, » i f f f c > ! I** I /n a, ta, l'i» I 11 ro*^ “ '■J ^ IN ” 

le ■«ii.'no olaut rolalit'auv divor^os valeurs de la variable aitsiliaire s», 
ooiistderoo ooimiio raoiue de 1 ('(jualioii 

, J F* (/, >, O . ..; 

1<-^ valeurs ■/ . v, oosc êlaut deforruiiH'es par li‘S loriiiules 

, / / ^ ^ ^ ■ J .'f 

_ J ^ ('< * s. ^ / // i ^ a ; 

» I} 

f 1 / s. > .;'r I % I, î I 
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ot les valeurs de a, S, y, », u’, ^ étant 



1 a COSO, 

6 = s\nO cosr, 

y = sin'^ siiiT, 

( 7 ) 

j uzrzCOi^p, 

r zz: s\np cos y, 

tï’ z=: sin/> sin 7 



(t) t 


(8) 


coso 



Ajoutons que la caractéristique 

Dr" 


.lovra être réduite à 1), si l’on a n = 2 , remplacée par l’unité, si l’on a 
n=‘), et indiquera //— 3 intéü;rations clTectuées par rapport a t, a 
partir'de l’origine t = o, si le nonibrc entier n devient supérieur à 3. 
Il est bon d’observer que, la fonction 

F(.r, V, O 


étant hoinogèiK', les racines to de l’équation 

F(li 1 /, lie, Inc, r,)) = O 

seront les produits d.^ 1. par les raciiu's correspondantes de l’équa¬ 
tion ('i), (piel que soit d’ailleurs le (acteur h. Cela pose, n étant le 
degré de F(.r,y,on pourra généralement remplacer la for- 

mule (3 ) pur celle-ci 

r'^ r'^ P sinp fx, v) df iclpckdO 

(10) cos^ 6 \/cos-o 

pourvu qu’à la formule (B) on substitue la suivante : 

0 ) £ 

(11) h coso 


Si, [)our tixer les idées, on prend b - 




—^ , on aura 

cos/> 


(19.) m -TZ 


■%rrrci 

^ ^ ./() ^'0 « 0 - 0 


■ I k sin P sin ?n(À, [j., v) c/f/ dp dr d^ ^ 

cos‘-^cï\/cos-o 
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gulaii'cs d’un point situé à l’unité de distance de l’origine, par d’air 
très coordonnées rectangulaires de la forme 


««-f-a'r H-6 </-h S'(> + S'Or-, y ay'v ^ y" w, 
on remplacer les variahL's 

a, S, y, 

considérées pareillement comme représentant les coordonnées rectan- 
gidairos d’nn point situé à l’unité de distance de l’origine, par d’autres 
coordonnées rectangulaires de la forme 


i(.’Q H- (’a r'6 -h 




L’angle o se trouvera remplacé, 
second cas, par 0; et, par suite, 
premier cas. 


dans le premier cas, par p-, dans le 
on tirera de la formule (ta), dans le 


(iS) 


wr.crr 


r 


/“sin/;sin/ 9 GT(À,/jL,v) 


dr/ dp dx dO 
COS-yj»y^coS“/^ 


la vahuir do i) cUinl 


(KJ) a h 


• a'É -i-x""', Sh-6'- 

/' K II 


y + 7 - + /' 


et la valeur de .v étant 


( 'id) 


.V " r,) t. 


Au (umlraire, dans le second c.as, on tirera de la formule (d) 

CT - _ i’I-; rr"’' r” (. 0)"-O'-si n/>sîlO>gT(>.,;j.,v) dq dp ch dO 
'■ 'Il ■'il •!> 'Oi ^ KI' O', ct) )) cos- 0 y^cos- 

les valt'urs d(‘ X, a, v, .v étant 




(‘.O) 



r -} - ( a ff' 6 ■+• y ).v, 

y ( y y yl g yV 

Z (tï'a -l» n-'o H- K''^y)s; 


r,\ t 


V 
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v 30 

les valeut's de A, [j-, v étant 


I /. *— ,r —}— I {/1 —f- ( i/- COS T H~ si n t) a* J 0 ), 

( 3 ï ) ' [J- ■+“ c/ H— ( cos T H— i’ ^ si n T ) /u J oi, 

( V trr- ; H-[ir^ H-(il''cOST-1-lt’"sillr)/i']o). 


I.cs fonnulos (a/i), (aO), et celle que l’on déduirait de la formule (i<S), 
en ayant égard à l’équation (19) de la page 224, s’accordent avec l(‘s 
formules trouvées par M. Blanchet, dans le cas où l’équation caractéris- 
li(|ue est du sixième ordre, et qui peuvent être étendues, comme il l’a 
remarqué lui-même, au cas où cotte équation caractéristique serait 
d’un ordre plus élevé. 

Lorsque 

F(.r, r, l) 

SC réduit à une fonction homogène de t et de la variable /■ déterminée 
par la formule 

/* izz -{- y~ , 

la valeur de s, déduite de l’équation 

( 82 ) rS=o, 


dans laquelle on suppose s défini par la formule (27), se réduit à une 
fonction.du binôme 

H- A-. 


Comme alors on a 

D,.ç = i t)/,.s', 


(‘l, par suite, en nommant /(^j une fonction quelconque de .v. 


D,/(.9) == I D/, /-(.v), 

la Formule (26) donne 


(33) 


xn : 


l\V 





P sin 0 fx, v) 


dx dO, 
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pourvu que le produit 

/■- Ts{x, y, 5) = -t- jS 4- s,-)ts{x, y, :) 

se réduise à zéro avec -- 

r 

Dans un autre Mémoire, nous montrerons ce que deviennent les Ibr- 
mules précédentes, quand on particularise la fonction ^(a', r, .s), cl 
nous déduirons des formules ainsi obtenues les lois des mouvements 
représentés par un système d’équations aux dilférences partielles. 


132 . 

Calcui. iNTÉoiîAL. — Mémoire sur FinlégraLion des syslêtnes d'écjuations 
linéaires aux différences parlielles. 

C. 11., T. Xin, p. 46 (l'A juillet i84i)- 

(le Mémoire a pour objet la détermination de la fonction principale 
qui vérifie l’équation caractéristique correspondante <à un système 
donné d’équations linéaires. 

Le premier paragraphe se rapporte au cas où l’équation caractéris¬ 
tique est homogène. Dans ce cas, la fonction principale, comme je l’ai 
prouvé en i 83 o, peut être réduite à une intégrale quadruple. La dé¬ 
composition de l’état initial en ondes sphériques me fournit une réduc¬ 
tion nouvelle, et la fonction principale, correspondante à chaque onde 
sphérique, se trouve simplement représentée par une intégrale double. 

Le second paragraphe est relatif au cas où l’équation caractéristiqu(‘ 
cesse d’être homogène. Alors, en substituant à l’équation caractéris¬ 
tique donnée une autre équation, qui en diffère peu et soit homogène, 
j’obtiens la valeur de la fonction principale, par le moyen d’une série 
dont chaque terme se calcule aisément à l’aide du théorème relatif aux 
équations linéaires, auxquelles on ajoute un second membre que l’on 
suppose fonction des variables indépendantes. 
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133. 


Calcul intégpxAL. — Mémoire sur la rédaclion de la fonction principale 
qui vérifie une équation caractéristique homogène. 

C. R., t. XIII, p. 97 (ig juillet i840- 


Considérons un système d’équations linéaires aux dérivées partielles 
et à coefficients constants, dans lesquelles les variables indépendantes 
soient les trois coordonnées rectangulaires a?, j, s d’un point quel¬ 
conque de l’espace, et le temps t. Si l’équation caractéristique, corres¬ 
pondante au système des équations données, est homogène, la fonelion 
principale, propre à vérifier cette équation caractéristique, pourra 
être représentée à l’aide d’une intégrale quadruple, comme je l’ai 
prouvé, il y a longtemps, dans mes Leçons au Collège de France (?'oir, 
dans le Bulletin des Sciences de M. de Férussac, le Cahier d’avril i83o). 
Or, pour que cette intégrale quadruple se réduise à une intégrale 
double, il suffit que la fonction arbitraire de æ, y, z-, de laquelle dé¬ 
pend la fonction principale, se réduise à une fonction de la distance 
du point {x,y,z) à l’origine des coordonnées. On peut d’ailbuirs, 
comme je l’ai montre dans un précédent Mémoire, ramener à ce cas 
particulier le cas plus général où la fonction arbitraire dont il s’agit 
prend une forme quelconque. 

La réduction que j’obtiens est fondée sur l’emploi d’une formule que 
j’ai donnée dans la 49® livraison des Exercices de Mathématiques. Je 
rappellerai cette formule dans le premier paragraphe du présent Mé¬ 
moire, et je la ferai servir dans le second paragraphe à la réduction 
énoncée. 

Analyse. 

§ Jci'. — Formules préliminaires. 

Supposons que, les valeurs de u, p, w étant 
(0 u—cosp, e — sinpcosq, u>= sin/; siny. 
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situé à l’unité de distance de l’origine O. Si d’ailleurs les coet'üoienls 


vérifient la condition 


5!, S, y 


(lo) 3£--h 4-y’= I, 

ils pourront être censés représenter encore les coordonnées d’un point B 
situé à l’imité de distance de l’origine; et, si l’on nominc' o l’angle coin- 
pris entre les droites OA, OB, on aura évidemment 


(il) ces d = 3c w -1- 6 c 4- y ic = P ; 

d’où il résulte que l’équation (lo) pourra s’écrire comnu' il suit 

C’' /'cosâN sin/Jté/i'/p 3 tc . . , 

(13) j ii --^y- ] --^ = Q- / I (Iv COS/0 sm /> dp. 


Considérons maintenant, d’une part la droite OB représimlée [lar l’é- 
((uation 


et, d’autre part, l’ellipsoïde représenté par l’équation 

( I é ) -1- h y- 4- C 4- 2 dfs 4- 2 e 3X 4- 2,/'.c y - i. 

Cette dernière é((uation pourra se mettre sous la rornu' 



^ 'X H— ^ y *4“ c 3 — I, 

pourvu que l’on pose 

( ax -H- /y H- 6^3 izz: 

('■<) 

] 

j / X H— ùy "H cl Z zzz ly, 

' ex -h dy H- cz zzz , 0 . 

Supposons d’ailleurs le point (.27, y, g) choisi sur la surface d(‘ l’idliii- 
soïde de manière que le plan tangent, mené par ce point à l’idliii.soïdc. 

soit perpendiculaire à 

la droite OB. On aura 

(. 6 ) 

a 6 y 

_ a; j; -t- -J y + & 3 _ , 

ccx 6 / 4- y 3 ax ~t- Sy 4- y 3 ^ 
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et, coniiae les équations (i5) donneront 

l X = a3t -h + e&, 

('7) j 7 = f-V + bi)“4-de, 

■ ^ 4" d^y Ce, 

on tirera de la formule (i6), après avoir réuni les termes correspon¬ 
dants des trois premières fractions, respectivement multipliés : i“ par 

les coefficients a, f, e; 2 “ par les coefficients f, b, d; 3° par les coeffi¬ 
cients e, d, c, 

>__ — „ _ 7 „ ^ 

ax -h- Gy ^7 y Z aa 4- f 6 -h- ey l'a -4 bê -4 dy ea 4- dS -H cy ^ 

[)uis on conclura de cette dernière formule, mi réunissant les termes 
(’orrespondants des trois dernières fractions, respectivement multipliés 
par a, g, y, 

I _ a .r 4- 67 4- y 

ax + 6 _)' 4- y - K'- ’ 

et par conséquent 

K=:±(aj;4-67-4y5). 

Donc, la quantité positive K représentera la valeur numérique du pro¬ 
duit 

aX 4 - Gy 4 - y ^J 

c’est-à-dire, la distance de l’origine au plan qui touche l’ellipsoïde re- 
présmité par l’é([uation (r4), et qui est perpendiculaire à la droite OB. 
fette c.onclusion suppose que les coefficients a, g, y vérifient la condi¬ 
tion (ro). Dans le cas contraire, K serait le produit de la distance dont 
il s’agit par la longueur g- 4 - y". Quant à la quantité 0, elle re- 

prés(mt(‘ra, dans tous les cas, le quotient qu’on obtient en divisant 
l’unité par bî produit des trois demi-axes de l’ellipsoïde (i4). ou, c<‘ 
([ui ri'vient au même, par le ^ du volume du parallélépipède cir¬ 
conscrit. 

Observons encore que, dans tous les cas, la valeur de sera ce que 
devient la fonction 

V a U - 4 - G r 4 - y fï' 
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quand on y substitue les valeurs de u, v, w tirées des formules 

au -h f -h eiv — X, fu bv -\- dw — 6, eu 4- d<,’ 4 - cw — y, 

OU, ce qui revient au même, des équations 

(i8) |D„Q^=a, |.D,.Q-=S, rDi^Q-^y. 

De plus, pour obtenir la quantité 0% il suffira de poser 


ou, ce qui revient au même. 


(r.o) 


nu 4-yV 4- CO- _ fn 4- bv 4- dw _ en 4- dv ■+■ civ 

U ~~ V O’ 


^0, 


puis d’éliminer u, v, (v de la formule ( 20 ), et de faire 0 = o dans le 
premier membre de l’équation résultante 

(:m) {a — 0){b — 0){c — 0) — {a — 0) d- — {h — 0)e-—{c — 0)/'^ 4 - def^:^ o, 

écrite sous une forme telle que 1(‘ (îoefficient de 0^ se réduis(‘ à — i. 
On peut dire aussi que la vabmr de 0^ sera le produit d('s trois racines 
de l’équation en 0. 

Si, dans l’équation (8), on remplace la fonction f par sa dérivé(' f, 
l’intégration indiquée dans le second racmbri^ pourra s’eflcctuer, et l’on 
trouvera 

^ ^ (■( K ) _ f( _ K) _ 0 ^,fV\ sin P d,, dp 

K j, vo; w 


Si, de plus, t‘(.T) désigne une fonction impaire de a;, on aura 


et par suite 
(0.3) 


l'(K)=-f(-K). 


f( K) __ 0 r'* r’' „ /P ym jO d^/ dp 

K “47rj„ X ‘ voy > 


Soient maintenant 
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(20) t = (a,2:^4- bj-+ c:;-+ 2 Ayz + 2 qzx -h 2 

CO que deviennent P et K quand on y remplace 

cCj 0, y pal 2 ^, J'*, Z, 

La formule (22) donnera 

f(v)-f(—t )_0 ç\sm P dq dp _ 

J. Aq,)^ q“' 


puis, en supposant que f(a;) soit une fonction impaire de x, c’est- 
à-dire, en supposant que l’on ait 


f(.r)=:-f(-a>), 


on on conclura 


f(0 _ ® 


U l 


ç \ sin/2 dq dp 
Q ) m 


Enfin, si l’on pose 


on aura, par suite. 


b = c — j, d — e—f—Q, 


a = b = c = i, d = e = r —O, 


0 = 1, Q = i, 


(it la Ibrmule (26) donnera 




= -^ I j ('{i)suipdqdp, 


la valeur de r étant 


rz=\^,v^-i-y^-hz^; 


puis on en conclura, si f(a?) est une fonction impaire de x, 




n TC 

f'(ç) %mpdqdp. 

_ 
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D’ailleurs, l'{x) étan( par hypothèse une fonction impaire de la va¬ 
riable .r, si 1 on pose 

l'(a’) J., , 

fix) sera une fonction paii’C do la même variable. Donc les for¬ 
mules (27) et ( 3 o) pourront servir à transformer une fonction paire du 
radical _ 

JC'~ ~1~“ 

ou même du radical t déterminé par la formule (20), en une intégrah> 
double, dont chaque élément, considéré comme fonction de x, y, z, 
dépendra de la seule variable 

ç ax H- (’J 4- wz, 

c’est-à-dire, d’une fonction linéaire des trois vuriable.s .i-, y, z. Cett(‘ 
transformation remarquable fournit une méthode directe d’intégration 
pour les équations linéaires, comme nous l’expliquerons dans un autre 
Mémoire. 


^ ïï. — fiédactioii de la fonction principale correspondante à luie (aptadnn 

caractéristique /iot)iogène. 


Soit 

une fonction des variables 


-, O 


• t, ) , 




homogène, du degré n, et dans laquelle le coefticient de t" s(( réduise* 
à l’unité. La fonction principale ct, correspondante à l’équation (‘.arac- 
léristique 


(0 


F(Da„ Dy, D-,DDnT =0, 


sera 


(2) 


%rrrfL^ 


sin P sin 0u5(l, p, v) dq dp dx dO 
(( F ( n, c, (r, w ) )) cos- 3 ' 
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le signe ^ étant relatif à la variable auxiliaire co, pourvu que l’on pose 
(« = cos/>, (> = sili/j C0S(/, H'=:sin/)siny, 

; 

( a—c.osO, 6 ~ siii6) cosT, y — sin^sinr, 

() cos d = ocn ^ Sp -h y (p, 

( •'^ ) -H a.s*, ■ [J. -=y -P- G.?, V J -U. y s, 

(«) ,S-= 

cos O 

Supposons inaintenant que 

r^{.r, y, z), 

OU la valeur initiale de DJ"'oî, se réduise à une fonetioii [)aire de la 
seule variable 

(7) ~ pj::--h y’-h-Z-, 

(Ui sorle qu’on ait 


(B) 

ro(,r,„K,-) = n(/-) = n(— /•). 


Si Ton pose 



(!)) 

P ZZL sjy}[JT - 1 - V-, 


OU aura (‘.ncorc 

fa, V) —II(p):-ri(-p) 


(U, par suil(î, 




d(f dp dz dü 
cos-(5 ^,/cos“ 0 

D’ailleurs, on lircra des formules (5) et (9) 


(") 

,ç^H- 2,va, 


la valeur de a 

étant 


( I ’O 

‘4 zz; a a* 4“ Gy y 





240 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE, 

ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (6), 


(i3) 


a wiB cosô -H /'^ cos“3 
cos ^5 


Donc, si la lettre Q désigne une quantité positive déterminée par la 
formule 

Q-= 6)2 2 60^8 COS <5 + cos^iî, 


que l’on peut écrire comme il suit 


(i 4 ) 


Q = g» 2 6)^(a.r + 6/ H- y.;) (a« -H 6(’ -+- y if) 

+ r- («H-f-S(’+ y(T’)2, 


on aura simplement 
(i5) 


p2 = 


Q2 

cos^ô 


et la formule (lo) deviendra 


(l6) CJ: 


..... 


71 G)'''~"^^-sin77sin(5n 


Veosô 


((!’((/, IT', 6)))) 


(1<I dp dx dO 
cos'-'ô ^cos^o 


Il importe d’observer qu’en vertu des équations (4) et (i 4 ) coso et 
Q“ seront deux fonctions entières homogènes de a, 6, y, l’une du pre¬ 
mier degré, l’autre du second. Cela posé, si, dans la fornuili' (12) du 
§11, on échange entre eux les deux systemes de quantités 


alors, en posant 
on trouvera 


c£, 6, y et U, (’, (V, 


a."* \ a- 


(I 




sia (5 dz dO 


cos^è ^cos-d 


™ f n 

^3 0 / 


K CO s 0 


_ dO 


la valeur de étant, celle qu’on obtient quand on substitue, dans 1(‘ 
trinôme 

a a -H c 6 H- wy ~ COS d, 
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les valeurs de a, 6, y tirées des équations 
(‘8) iDaQ“=M, .iDgQ2=r, 

et la valeur de 0^ étant le produit des trois racines de l’équation en 0 
à laquelle on parvient en éliminant a, 6, y de la formule 

(. 9 ) = 

a 6 y 

(x)mme on aura d’ailleurs, en vertu de la formule (i/i)» jointe aux 
équations (4) et (12), 

2" DaQ-— (/*“ cos O -1- «ojO coso, 

■J Q"" ■— ^ CO s c) - 1 — 8 &) ^ ) r (j) t y CO s 0 , 

I By Q“=z; (^rt-y -i- {r^ coso -h «wO coso, 


les formules (18) donneront 


( 9 . 0 ) 


(,)ta -y- X cosd 


)tË - 


-J cosc 


Gi) / y -h -Z cos ___ I — cos (5 — « w / ^ 


Ci)^ 


puis en posant, pour abréger, 

(9l) f/.r -h (’y-h (VjZ Z= Ç, 


et réunissant les termes correspondants des trois premières fractions 
comprises dans la formule (20), après les avoir respectivement multi¬ 
pliées : 1” par U, (’, (r’; 2° par æ, y, z-, on trouvera 

(wi H- ç) cosô_Hw< -(- r- cosô _ I — /•- coso — Bû)^ 

I ç Mt 


par conséquent 

H- s) COS3 _ _I_ 

I ç H- G) ^ 


coso : 


ç -h 


Donc la valeur cherchée de sera 


(23) 


K-- 


Ç Mt 


OFAivres de C. — S. ï, t. VI. 


3i 
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Eli opérant de la même manière, on tirera de la formule (19) 

, , „ (/•-cos ôawf") - 4 -fl) <.-r coso 

0 — t,)- 1 - = 4- 

a 

( cos 0 -H H G) C -H r,) ty cos O 

g 

_ ( /■“ cos « G) (,)tz cos O 

7 

V > 0/ , cosr] 

G) t (g) / -h g) —■ /*- -h 01 t ■ -^ ~ /•“ (G) t ~\r ç) - ™ ; 

^ COSO H 

puis, en éliminant de la formule (24) le rapport on trouvera 
(■i5) [0 — o)<(wiH-ç)]' — Or-—O. 

Cette dernière équation en 0 fournit seulement deux raciiu's dont le 
produit 

G)“ t" t H— g ) " 

est ce que devient le premier membre quand on y pose 0 = o. Mais la 
racine qui nous manque ici est facile à retrouver, et se réduit évidem¬ 
ment à 

puisqu’on vérifie la formule ( 23 ) en posant 

0-=zrj)'^l-, cosd — 0 , « = o, 

ou, ce qui revient au même, 

B = MK-t-6(’-h y II’= O, a.r H-6j.'-H y J O. 

Donc la valeur de ou le produit des trois racines de l’équation la 
plus générale en 0, à laquelle on puisse arriver en éliminant a, 6', y di' 
la formule (19), sera 


(23) I 
et 

( 24 ) 0 - 


(26) 


0'= (wi + çy— 



EM'lWïT 


l)nn<\ K «‘î t-J d«*\aiil r(rr positifs, on aura 

KH 

Si aux fnrnnilo> , t **' , •>:> , . - on joint (onana^ la snivanlo 


"'/'■O'"! 'T 


io ' 




y I ) 

f.i/ 


f|ü’il rsf faoîli* (rotahlir, dans 1(‘ ras oii /’ .r os( uno fonrliioi paiia^ ([Oi 
NO rtalniî a /«‘ru puur dos \alr{n*s iniinios d(‘ ,t\ alors, (oi snp|Misanî (|no 
if produit 


rih. 


^V\aîiiUUNNr . un lirrra do la {dianuK^ 


Ü 


I 


I 


I 


r 

s 


/ , il. .,/ 

* t , U , •» < 


-anfA/ t//*. 


1 f llf rsf rinîoyralf donblo a laipudlo so rodoit la l’oiniion prinripalo ra. 
lursijUf la \altuir inilialo - do * q fxsl fcnniicuî d(‘ la 

\aria!do 


la \alfür îJiiiialf ilf DJ ’ a, -,f laMliiisail, nuü pln^ ;} nno fonriion 
df /, iiiaiN a îîiif lunolifUi du i’adiral v dt^loî’iunu' par Uîio (M|uaUon d«‘ 

la innn»' 

î 

i ,J i M t ' < i ï * <* Æ * f / !■ 3 , 


.d«u , au lirîi df Tf t| f la î loli ’*■* , «ui nluioudraji la sui\auîf 


!’>'// J' 


. Il I 




IJ -in/* 


a, ' 


U’ 


A/.//. 


a \ a irîil îb* ^ ^ f lail ! 


l > 


i«f 11 » fifî 
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C’est ce que l’on parviendra encore à reconnaître en raisonnant tou¬ 
jours comme nous venons de le faire. 

En terminant ce paragraphe, nous ferons remarquer que l’on arri¬ 
verait encore facilement aux formules (28) et ( 3 o) si l’on appliquait 
les transformations précédentes, non plus à l’équation (2), mais à l’é¬ 
quation (21) de la page 228 [voii-\% Compte rendu de la séance du 12 juil¬ 
let dernier). 


134 . 


Calcul intégral. — Méthode abrégée pour l'intégration des systèmes 
d’équations linéaires à coefficients constants. 

C. R., T. XUI, p. 109 (19 juillet i 84 i)- 


Commejel’ai prouvé, dans les Exercices d’Analyse et de Physique ma¬ 
thématiques, l’intégration d’un système d’équations linéaires, dilféren- 
tiellcs ou aux dérivées partielles, et à coefficients constants, peut étn* 
réduite à la détermination de la fonction principale. Si, pour fixer les 
idées, on suppose que les équations linéaires données sc rapportent à 
un problème de Physique ou de Mécanique, le temps fera partie des 
variables indépendantes; et si, alors, comme il arrive d’ordinaire, le 
coefficient de la plus haute puissance de D^, dans l’équation caracté¬ 
ristique, se réduit à l’unité, la fonction principale se trouvera eompliî- 
tement déterminée par la double condition de vérifier l’équation carac¬ 
téristique dont l’ordre sera un certain nombre entier/t, et de s’évanouir, 
pour une valeur donnée, par exemple, pour une valeur nulle du temps, 
avec ses dérivées relatives au temps et d’un ordre inférieur à /* — 1. 
Quant à la dérivée de l’ordre n — i, elle devra se réduire, pour une 
valeur nulle de la variable indépendante t, soit à une constante don¬ 
née, soit à une fonction donnée des autres variables indépendantes, 
suivant qu’il s’agira d’intégrer des équations différentielles linéaires 
ou des équations linéaires aux dérivées partielles. 
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Vinir rvaliun* la loiuMion priü('ipal(‘ f(‘ll(^ (jiu^ jc‘ vi<‘ïis (1(‘ la détiiiir, 
j’ai (Ml rciauirs, dans h‘S /s.rrrr/rr.v (/\{n(f(vs(\ à la (drinnlc. d(‘ Eouricn*, 
nu plutôt il nue ldrinult‘ du môîU(‘ ^auna^ (juc^ j'ai suhslitiUM^ à la [ua'- 
lîuiua*, ut tait stu’vir :i riutô^uaüiun das ô([ua(iuüs linôaiiaas aux. dériv(a‘s 
partirlh‘'<, dans lu XIX'* Üairuu’ du Journu! <le l'Erolv Poly/echniqur. 
Lursqur lus (apialiuiis dunuôcs su rapportiuit à un prnhlùnn^ du; lMivsi(|U(‘ 
un du Mtaauiîqm», (dlus lauifurmcuit un jijunuï’al, avau*. 1(‘ ((unps truis 
autrus \ariahlus indûpiunlantus, ([ui pcuivunt ôlia‘ (auisca^s ia‘|)rûs(MU,(u* 
dus uu(uahuinu{*s ïa‘ulang’ulain‘s ; u( la roïuiinn prinuipalu, (‘ahuiUaî 
i’iUïunu j(‘ \iuns du h» diïa\ st^ truuvu ruprusuntui* par un(^ inluj>'ral(‘ 
duiiait* suvtupltn Pour laaauinaitia* l<‘s lois dus phunonnuu's, on (‘sl 
uhü^u <lu laiia^ sulitr l\ uuitu inlûp;ral<‘ su\tuph‘ divursus ruduuticuïs. 
Paruii uu^ ruduulious on iloit particuiliiuaununt launarqiHU’ cadhas (]ui s(‘ 
rapporttuit au ras oit i’iajuafion uai’autid’isti(|iH‘ (‘sl Iioinop;i‘n(\ Alors, 
uontun* ju l*ai protivu (*ü iHdn rintû^ral(‘ s(‘\tu[d(M‘s( ^uuiûrahuïuuil 
ruduuîild<‘ a uîiu intu^ralu (juadrtiplu. Ellu sura inuün\ <aunnu‘j(‘ viuns 
du Iv lïumtiau’ tlaiiH h* pîaaaaltuif Alûiuoiia*, rudiiuiihh*. à uin^ ïntûfçniil(‘ 
doiitdu. si la \aluur inilialudu la fonution pî’inuipalu piauul uan*(ain(‘s 
ldrfîi<‘s partituîlîùrus» si, par uxuinplu, (dl(‘ dcqunid uniijiUMinuït du la 
dîntaïna* d’un point \ariablu ;i Tori^inu dt^s uooialoniHMas, 

Lduipurtann» dus ruduutions ipn* j<‘ vituis d(‘ rappubu* m'a ii 

rrtdiurubur s’il n(‘ smaiit pas possiblu d’nbîunir diiaaituiuuit b^s Idrmubas 
rudtiiîr-.. J’ai uîu assev. luMirutix [unir \ parviuiir. On vurra dans ua‘ non» 
\uaii \!{‘nioiru qin% un su sur\ant du «'alun! dus ia*sidus, on pmit, non 
suiîlumunt oblunir a\ui’ unu j^randu lauililû la fonution prin(‘ipab* (mr- 
ruHptuidauîu a unu idpiation diffuruntiullu <aarau(urisliquu, mais utnana* 
pa‘-H«*r tlu uuîîo fonrîion prinuipalu à u(dl(‘ c|ui vt*riti(‘ uin^ mjuation 
uararfrrîOiquu au\ duri\ui*s partiullus, hnmogimt' on non homofriunn 
»*t f*n partiuîîltur, a Tintu^ralu doublu ou ii rintt^grab^ (juadruplu (]ui 
rupî'usoïitt* la fonution primdpalu pour unu u(|uati<ui uaraut(‘risli(|ut‘ 
boïiio|^i*no. 
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Analyse. 

^1, — Sur la fonction principale (jai vérifie une équation différentielle 

linéaire. 

Soit F(^) une fonction entière de t du degré n, dans laquelle le coel- 
iicienl de 1 “ se réduise à l’iinilé. Soit en outre cû une fonction [)rinci[)ale 
assujettie à vérifier, quel que soit/, l’équation caractéristi([ue 

U) F(I)^)s7 = o, 

et, pour l = O, les conditions 

(■>,) 5J-—O, I),ÏÏ7=0, ..., I)"'-CT=::0, l)'/" ' TTT =:^ 

0 désignant une quantité constante. Pour que ré([uation (i) soit véri¬ 
fiée, il suffira que l’on prenne 

s désignant une racine de l’équation 

(3) F(.v)rrz„, 

ou plus généralement 
(. 4 ) 

H pouvant désigner une quantité constante, ou une fonction entii're 
de .V. Comme on aura d’ailleurs, en supposant /n <j // — r, 

f =r 

et, en remplaçant /n par n — i dans la formule précédente, 

P .s-'— 

o-((F(.v) 

la valeur de cr donnée par la formule (4) vérifiera évidemment les cou- 





FA T U \rr \“ 


«lilioîis Fniî \ M 0 . llüîu* la \ai«‘{ir (‘iirrclua' da la Idurlioîi 

iiri!iripa!i‘ ... 


' l'\ w n 


il. it ^ prinripaii-^ lioii* !t'\ >Ii‘/is’t't'K nffn'ni di'S rt/lciu's 

i / :? / ■ ‘ ■' ‘pli ■/./-»’//-/t /// \('ii irtfit N l ti'unr Jniiriittn Unruit'i' f/rv riiriiiidt'\ 

Hi if pt'h / i ui‘ ^. 


niH* î'fiM'Iînn il«‘ idîiNirurs \ariah!rNj\ r!!!lri’{\ du d(‘'in* /<\ r! 

daU'-. Ln[ti<d!«‘ la «’iMdliahUîl a l'cd !i î a* a Fuinît*. Su p|)u «.(iH'. d'a i 1 

Fuir-, jMM!r!i\i*r !»•% îdta-™., (jua Ir . \aria!da> /*. i, i, l'aduifi's a 
qilaîfi', I .'[îr*'-aui { an î îrtU- am U’da ü urrraa f a la ' tl Li ira a! la famjr. 
Lîiliîi, .Mîî naa rtuiafniii [imuupala a-.s{ijaljia a \tTîiiai\ <|ua! ijur 
•‘Uit /, raquatîna a.iiaaiarîNfiqtla 

i F IF, IF. 

aî |aHir / U la^ aandîlifUls 

|U^‘ . .... !>_ /a. .. IK ' ^ . U . 

Hii |Haiî'ra .n auuaa! fî’oîuar \a \alaîir ‘autt*rala «la aj, 1 aquaîiau 
aaraahTi'• I !f[iia «*faüî iîiua<a„;«*!ir. ta \.d«*nr nuliala dt* U/ S.., rapra 
p.ü' ^ , w . d^qaual iiinqut-nauil d‘uaa lun«‘îaui liîîaaü’a «1«*‘'. 
\,!ii.îld»'. ud«qj. lal.iijf r ^ a, i , , «ai ai a «[ iFaü al f, par {‘\tuiqda. 

Il // . ; H . 


da ; ii.til! dr • mc iïa au I î Ma aa-i a U In U* «um [ U i ra\îaa f a M îîMU U a , 


î .Îlî 
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Supposons maintenant que, l’équation caractéristique étant homo¬ 
gène, la valeur initiale vrs(x,y,z) de soit donnée par la tor- 

mnl(' (3) ou (4) 

C7(x, j) -+- (’/ -F- It’s) n: II(s). 

La fonction ll(.r) jjourra être décomposée on termes de la fornu^ 

Oe''-*', 

le nomhrc de ces termes étant tini ou infini, (R l’exposant h di' .r dans 
cluujLie terme pouvant être réel ou imaginaire, comme l’ai fait voir 
dans 1(' second Volume des Exercices de Mathèmaliqaes, p. i i 2 ( ' )■ Ou 
pourra donc supposer 

(17) = 

le signe il indiciuant une somme relative aux diverses vahuirs (|ii(' h ('( 
0 j)euvent acquérir. Cela posé, l’équation (4) donn(u*a 

( 18 ) OT(.r, r,-) = 


('t, coinnu' la vah'ur de w, correspondante à la valeur |»réeéden(e de 
vs[x,y,z), sera nécessairement la somme des valeurs d(' ra ([u’on 
obtiendrait en substituant successivement les diverses vab'urs de b et 
de Odans le s('cond membre de l’équation (iC), on tirera d(ï c.et((' é(|ua- 
tion 


(■9) 




((É(", c, tf, m) )) 




OU, ce qui revient au même, 


(20) 


, .il~\ 

m — D!”" y -; V 

<-'(( è («, e, (c, w) )) 


ll(ç -+- Cl) t). 


Si l’équation caractéristique cessait d’être homogène, alors, de l’équa¬ 
tion ( 12 ) combinée avec la formule de Fourier, ou plutôt. av('c la sui¬ 
vante 

f r eMu.'-k)è-i Il(k) d[ï dk. 


(î) OEiwres de Cauchy^ S. Il, t. Vil. 
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(»n concllirait 


(a.) 



la valeur de s élani 


"U^)) 


dh dk, 


( z:. F ( h // V''- /, h r V 1 , 1ht- r', .9), 

(*l l(‘ signe ^ (Hanl. relatif à la variable auxiliairt' s. 


^ II!. — Sur les fonctions principales dont les dérivées offrent des valeurs 
initiales (/ni dépendent seulement d'une fonction entière des variables 
indépenditntes^ homogène et du second degré. 

IjOS nieines choses étant posées (]ue clans le § II, conci^vons cjuc la 
valeur initiab^ x^{æ,y,z) de dépende (rune fonction entière de 

.r, )% homogène (d, du second degré. Si, en supposant cette fonction 
lou jours positive, on désigne par r sa racine carrée prise [)0sitivemeiît, 
on aura 

(i) •ujiœ, J, z) =. n(o =^n(—t), 

la valeur de ^ étaiit par exemple de la forme 

I 

[) V iiz (a.r- -H b/- + cZ- + cl t'g -4- '.i e zx -h key)-. 

Or la valeur [)récédcnte de üT(.'r, y, :;) pourra être transformée en une 
intégrabi double, dont chaque élément, considéré comme fonction de 
.r, y, dépende seulement d’un (l'iiunne de la forme 

u.r -4- c}' -h ivz. 

Si, pour plus de simplicité, on prend 

a zz: 1) c = I, cl zz C =: r zz. O, 

1(‘ radical t se réduira au rayon vecteur r déterminé par la formule 
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D’ailleurs, si, en nonimaat f(r) une fonction quelconque de r, on 
pose 

(4) t/r~cosp, (’= sin/JCOSi7, (v> == siii/j siii(7, 
et, de plus, 

( 5 ) çi=r. It.v ■+■ Vf -h iVZ, 

on aura, en vertu d’une formule donnée par M. Poisson en 1819, 

I j {{ç) sinp dq dp = 9.71 j ((ru) smp dp, 
puis on en conclura, en remplaçant ('(r) par f'(?’), 

(6) ^ É I' ('{ç)smpdqdp. 

Donc, si l’on pose 

(7) !(/•)= rnC/'), 
alors, en ayant égard à la condition 

(8) ii(/-)=-n(— /•), 
on trouvera 

(9) É('’) = 7'^r r 

On pourra donc considérer la valeur initiale n(r) de D"“‘cî comme la 
somme d’un nombre infini de termes, dont chacun dépendra unique¬ 
ment d’une fonction linéaire de x, y, z, savoir, de la variable 

J — J? 4- ey -h wz. 

La valeur de c correspondante à la somme do tous ces ternies se 
déduira, si l’équation caractéristique devient homogène, de la for¬ 
mule (20) du paragraphe précédent; et, en vertu de cette formule. 
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jointe à l’équation (9), on aura, dans l’hypothèse admise, 


(ro) 


JjJ HZ 



P f'(ç -f- 0) t) 

P, ir, w) )) 


sio/^ dq dp, 


le signe ^ étant relatif à la variable auxiliaire oa. Si d’ailleurs on a 
égard à la formule 

0) f ^ ( ç 4- (i) t) ~ D f ( ç -+- (x) t) HH D ^ [( Ç (j) t) ïï ( ç -j- 0) ^ ) j, 

\m trouvera définitivement 


(lO 


m ht: 


(\TC , 


0 


P “ ( ç H— (,) jî ) H ( ç -l- W t ) 

((Ptw, ir, w))) 


sin P clq dp. 


Si, l’équation caractéristique étant toujours homogène, la valeur 
initiale zr[(.'v,y,z) de se trouvait représentée, non plus par 

ll(r), mais par n(ï), alors, à l’aide des formules établies dans le pré¬ 
cédent Mémoire, on obtiendrait l’équation 




Ü 7 : 


J® 

471 


nr 


r. 

O 


”“ ( ç 6) i ) II 


g ~h CO A 

Q 7 si n/7 


(f, w) )) 


O' 


dq dp. 


la valeur de ^ étant 

~ = (abc — ad- — be- — cf^ -1- adef )'. 

Dans le cas particulier où 

I (^j j'i 0 

se réduit à une fonction homogène de t et de -+-y- H- 3“, alors 

!<'(//, e, w,s) 

devient indépendant de u, v, w, puisque les formules ( 4 ) donnent 

U> -1- (>2 ,p2 _ I _ 


Donc alors, en vertu de l’équation (G), la formule (t i) doninnai 

(r f,i 0 II(r -t- wi) -t- (/• — fa i ) II(/' — iùL) 


(i3) = - 

‘ ((I (H, C, W, 


“))) 
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Pareillemenl, si 

se réduisait à une fonction homogène de t et de U-, on tirerait de la tor- 
mule (12), jointe à l’équation (26) du § P‘' du précédent Jlénioire, 

, _r-wi-wl' (v ■+■ M 0 n (i.-h W O -h (i — — Ml) 

^ ^ ((b {a, r, (f, 6) J ;) a». 

Si ré([uation caractéristique cessait d’être homogène, alors, en suh- 
stituant à la formule (20) du § H la formule (21) du même paragraphe, 
on ohtiendrait pour valeur do la fonction principale ra, non plus mu' 
intégrale double, comme dans la formule (1 i) ou (12), mais une in¬ 
tégrale quadruple : par exemple, en supposant la valeur initiale 
gt(.t, y, ;:) de 0"“'® représentée par 


(^t faisant toujours, pour abréger, 

f(e) ^/■n(r). 


on trouverait, au lieu de la formule (11), 





la valeur de s étant 


(i(>) 


t>=E(h«;,^—I, hey’’—I, hiï’y/— i,-i), 


et le signe ^ étant relatif à la variable auxiliaire s. 

Si F(.r, j,s, z), sans être homogène, se réduisait à une fonction 
de l et de r, la valeur de s donnée par la formule (iG) deviendrait 
indépendante de u, e, (v; et, comme on aurait, en vertu de l’écpia- 
tion (6), 


(•7) 


___ 


, sinh/* 


0 


0 
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la iorniule (i 5 ) se trouverait réduite k la suivante 


O 


55 


(i8) 


2 r., 


r 


sin h/‘ 


fw 


v/~l 


Celle-ci s’applique particulièrement à la propagation de la lumière 
dans les milieux isotropes, quand on lient compte de la dispersion. 


î? • — DéLev.ininaiion gétiérale de la fonction principale <]ui vérifie 
une équation caractéristique aux dérivées partielles. 


Lc's mômes choses étan(, posées que dans le § II, si la valeur initiale 
cT(.r, Y, :-) do D"“'ra' prend une foi’me quelconque, on pourra du moins 
la (ransforrner en une intégrale tiâple dont chaque élément dépende 
(rime seule ([uantité représentée par une fonction de ,v,y,z-, entière 
(‘tdn second degré. En effet, d’après une formule établie dans un pré¬ 
cédent Mémoire, on aura 


(i) 


®(,r, X, z) ; 


kfff 


p., 'j) „ , 

^^ . ^ dldpdv, 


la valeur de p- étant 


( ■>) (A — x)- H- (p -■/)- -i- — -)b 

t't la lettre s désignant une quantité positive infiniment petite qui 
devra être définitivement réduite h zéro. Si, dans le cas où l’on consi- 
(lî're A, [JL, V comme représentant des coordonnées rectangulaires, la 
fonc-tion trr(À, [j., v) s’évanouit [lour tout point (A, g., v) renfermé dans 
l’intérieur d’un cmlain volume "lô, on pourra, dans la formule (i), sup- 
posi'r indilléremment la triple intégration étendue, soit à tous les 
points de ce volume, soit à tous les points de l’espace, c’est-à-dire, à 
toutes les valeurs réelles de X, (j., v. 

Concevons maintenant que l’on se propose de calculer la fonction 
principale Cette fonction sera une somme d’éléments correspon¬ 
dants aux diverses valeurs initiales de Dp'îS qui pourraient être repré¬ 
sentées par les divers éléments de l’intégrale triple comprise dans le 
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second membre de la formule (i). On aura donc 


(3) 




si l’on nomme a la valeur particulière de ® qui répoiulrail à uiu' valeur 
initiale de représentée par le rapport 


£ 

£^ -e p- 


Or, pour obtenir cette valeur particulière », il suffira d(' la'e.ourir à rune 
des formules (ri) ou (i 5 ) du § III, en y re.mplaeant la fonction 


par le rapport 


X n(.r) — f(,/') 


tx 


que l’on peut présenter à volonté sous ruiu' ou l’antia' d(>s fornu's 


TL 


£- H- X- 




£- -I- ,r- 


et en supposant ç déterminé, non plus par ré([uation (d) du ^ III, mais 
j)ar la suivante 


('i) ç = « (æ- — A) + (' (j' — pt) -H — v), 

attendu que, pour déduire p de /•, il suffira d(' substilmu- à ,r, y, z l.'s 
différences 

X — À, _)•—fi, i: — V. 


En opérant comme on vient de le dire, et sui)|)osant d’abord ré(|na- 
tion caractéristique homogène, on tirera de la formub' (i i) du III 


( 5 ) 



P G)"- 

<-'■((EO^e,■ 


_£ (ç -h gU) 

»'■,«))) 


siii/.i (hj dp. 


ou, ce qui revient au môme. 


(6) 



a-ji 


f___ s 

^ (( w) jj £“-f- (ç -j- (,) t.y^ 


sin/> (l(/ dp^ 
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i-l. p;ir sui(('. 




lc*s valtMtr's (l(^ //, ir riani ((Mijonrs 

*r sin/> <*(>s</, tr ~ sin/> .siii 

*'l lf‘ ^ rfai!( iM'Iafil h la vaïaahh' auxiliaira^ (•>. 

Si, au r(Mîlrair<\ r{M|ïiaîi(Hi rararirrisiiqiir <a‘ss(‘ (Trlia' hoinoj^^MK' 
nu (ir(‘ra dr la furuitih* i j du ^11! 


J:ri ./■'■/■ /■ ' ■ 


^ ^ ^ . I , •'/iü ^/Iv (/(/ tlf)^ 


la \al(‘ur d(‘ s alan! 


ïî'' V «, Im’ \ I, h n j, 


Si 1’ ^,1,,',/ Si* ri*iltîi>ai( a iiiu* foiudioii lioiuoi^riir îles Si‘idcs va- 

l•iall!(•^ I et/• \.v'^ ! alors, <>n parlanl, non pins <1(‘ la lor- 

iniilo 11 , mais ili* la lorinnli' ; I ■) dn III. on olilicndrail iiih' valeur 
lie delerininee, non pins par I eipialion (>j, mais jiai’ la snivanle : 


n; 'a'‘ 

M r I » \ M , 


I > ’ ■ ^ / I ’ 


f.niiri'Muis mainteiiaiil i[ne. eclle dernii're \alenr de w élani sidislilnée 
d.iiis la lormiile » , on remplaee les \arialdes a, v, considérées 
eiimme represeiilanl des eoordonnees reelaiijiiilaires, pai' des eoordon- 
neo*. polaii'es 

mi posant 

' ' t ! V ) ■ V 


Mil / ^lfl T. 


l.a fdriîiiili* ■; dt‘\ ii'îidra 


I I I 


f ^ IJ,'J ‘ sia m/t J / 


# */ ui?r^ Jr i‘ . S, a t- ' t. 



±:>H ( n\! P 1 I ^ i; I MU - il î I \ I I I \Î I I 

et, ('(iîîiiUf‘ riî}|{‘;:,{\î!i* 

I 

SC mitiira, jMMir «if îi« > jn-î i. \ >1* i 

snî\anl qu«' |r* i,‘î îh. ,• 

^^‘^a pUMill' «MI M’i 1.1 , ; 

lioïi 1 I , 

‘U. ' ir I I î 

i f / V I 

!<• f,iîî|H||| 1 , l.d ^ 

[Ml ICI süh'^UIitfr, -uiii lu* .4\\, 'j>, 1: y j 

I*' ' . M . . .iirrii.f { .ji|. , : . î, . i,„ 

fiilraiuf rfîjiîaiiNii 

I «I 5 . . I , J 

‘■"'■'''I'"- ./ uur I r. 1 , . ,. , , 

variabli'N .,l,,i... ■•u j,., . 

■ M» . 

<»ll lire lie 1., l'ii|.|(i!il<- j , ... 1 . ... 

I - ( 

puis, (Ml fllfi'luaul riiil»v,'r.,|..,,i J.;,. , , 

i‘( t i 

f f' I . ■■ ■ • . 

. . » s 1 

• t i 



FA T U U T un. 


lt‘N salfMirs cia /, > 1 , V rîanl donnérN |jar h‘s ro!’nnïl(‘N 


m/ 

' ‘ I / i *, V, 1 - , V ; ,, y. 

t't‘ f'j (*tLN fj * 


Ua sr tï’«iu\ara duar aiasî raaaaa* a Tiatr^rah* (juadiaiph' à lacpadla 
j rîaU jiar\«*aü. par ua<‘ aiarrha fi>u{a dillVraafa, daas nias Larans au 
i Tlh’aU' da Fraaca. 

l'jifiii, larsijua 1 atjaaîUHi i‘arartaristiijat* aaNSt* d’âtïa* liaiao^àaa. 
alar--. au a\aat ayaird aux Idmiulas 


I 


, '-/K I , ^ i,/lv 

I) -, ^ .>■ I, . X'' 


I 


I I J ' ■ . 


lu 


^ I Nia ^/r </a //’<, 


lU ïr«luiH;tîf| iliTîflitnauîaat ^ a /tuai» nu tirara dtxs furinitlas a| 


f"l 


f' [>' J 


I. 


* Il 


(It! tlp (ih th 


^ Ui‘-a îf'Miî\r aui-a raaiaîia a la tnraiula (| da la jia^i’ up’ dt‘N E.rrn'irrs 
*i Jiitily \r' i i ili ifUîîln iHüiitjitî' ^ . 

lî.îïi . au auîn* ^Funuira. ja ainalrarai a«iifiaiaat lt‘H lanaultxs tjua ja 
\aui ^ d‘af.ddiî iMuraa^-ral la^ liu> «la-. jdianf)aiaa(‘N au\cjuallt‘s sa rap 
purhuiî li*N ‘..\-iiuaaH d'aipi.iîaaiN liuiMirt^N, aux dtu’i\ta*s parîitdlas, dans 
lr^ ijui'^îinas tia lT!\sajiU‘ fiîalliamaîiijUa, 

' i l! !U f. 


< / « I 


s n., 1 \i 
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135 . 

Calcul intégral. — Note sur la transformation des so? 7 unes d'intégrales. 
C. R., T. XIII, p. i8i (aC juillcl i84i). 

Soit donnée, entre deux variables x, t, une certaine équation 

(I) F(x,0 = o, 

que je nommerai l’équation caractéristi({uc. Soient d’ailleurs 

.r,, - 

les diverses racines de cctic équation résolue par rapport à la va¬ 
riable X, et 


les valeurs particulières de ces racines, correspondantes à uik' valeur- 
donnée T de la variable t. Si l’on posr', pour abréger, 

I),F(,r, O, 


et si l’on désigne par f(r,<) une nouvelle fonction des variabb'S x, i, 
on aura, comme je l’ai remarqué dans un précédent Mémoire, 


^ f é’C, clx —H ^ dx — 1“... — 


/■' p' f(.r,0»F(.r,0 


diC), 


ou, ce qui revient au même. 




pourvu que chacune des variables x, t reste fonction continue drr l’autre 
entre les limites de l’intégi-ation. Dans le premier menibrr; de la for-- 


(1) Pour plus de simplicité, nous remplacerons désormais les doubles parenthèses du 
calcul des résidus par deux crochets trapézoïdaux. Do plus, à la suite du dernier croclu't. 
nous placerons la variable à laquelle se rapporte le signe ainsi que M. Blancliet Ta (ait 
dans ses derniers Mémoires, en adoptant notre nouvelle notation. 
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nulle (2) le signe ^ indique une somme de termes relatifs aux diverses 
raciin's de l’équation (i). 

Si, dans la tormulo (2), on remplace la fonction f(.r, t) par le rapport 


on trouvi'ra 

(e) 


f(jr, O 



f(-y, t) 

t) 



P f(.e, l) 


clt. 


Si l('s (liversi's racines de l’équation (i) reprennent les mêmes valimrs 
pour l(>s deux limites ^ et / de l’intégration relative à la variable /, en 
sorti' (ju’on ail, 

(i> .r.— ... Cl ç,— 


on pourra, dans l’équation ( 3 ), faire passer le signe sous le signe/. 
Si d’ailleurs l’éijuiition (i) fournit le même nombre de racines, soil 
(|u’on la résolvi' par rapport à a:, soit qu’on la résolve par rapport à/; 
si, par exempb', représente une fonction entière de a; et de a 

(|ui soit (lu inème degré par rapport à a; et à t, l’équation ( 3 ) pourra 
s’écrire eoinim^ il suit : 


( ■> ) 


I 






dl. 


On ob(i('ndra donc alors la formule 


('(t) 


( 


'(F(-O0)( 


d.r + 


f 


P _ 


-dt : 


: O, 


dont 1(^ pr('ini('r membre offre deux termes qui diffèrent l’un de l’autri', 
('Il ('(' seul point, (j»ie l’opération appliquée clans l’un des deux termes 
à la variable .r si' trouve appliquée clans l’autre à la variable /. 

Au ri'sie, pour ([UC la formule ( 3 ) ou (G) subsiste, il n’est pas abso- 
luiiu'iil néci'ssaire que les conditions ( 4 ) se trouvent remplies. En 
elfet, supposons que la fonction f(a7, t) soit du nombre de celles qui 
s’évanouissent pour des valeurs de la variable x situées hors de cer- 
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laines limites x = a, supposons de ])lus chacune des quan¬ 

tités a, b renfermée : i" entre les limites et .-r, ; 2° entre les limites ^2 
et.r.,, etc. Enfin concevons que toutes les dilFérences 


■^‘1 S'i? 


étant des quantités de même signe, le signe de chacune d’elles soit 
encore celui de la différence b —a. La formule ( 3 ) pourra être réduite à 


ZjJ„ 0 

et par conséquent à 


r'r ,, 

‘I fFcT^TëT/"- 


r' 


si le nombre des racines de l’équation caractéristique reste le même 
quand on la résout par rapport à .r et ({uand on la résout par rapport 
à L Or, la fonction f(,r, l) s’évanouissant dans l'hypothèse admise hors 
des limites a, b, il est clair que la formuh^ (8) coïncidera exactement 
avec l’équation (5 ). 

Des fonctions qui s’évanouissent toujours hors de certaines limites 
se rencontrent fréquemment dans les problèmes de Physique mathéma¬ 
tique. On voit avec quelle facilité on pmit établir, {lour ce genre de 
fonctions, la formule (8). C’est à cetti^ circonstance que timit le succès 
de la méthode employée par M. Blaindiet, dans un récauit Mémoire, où 
il applique le calcul des résidus à la laudierclu'. d’une limite extérieure 
des ondes dont j’avais donné la limit(! inlérieun^ <;n i 83 o. 

En terminant cette Note, nous avons encore à faire une remarque 
importante. La formule ( 5 ) suppose (ju(‘ les valeurs d(i t en x, tirées de 
l’équation caractéristique, restent fom-tions contiiuH's de la variable .r 
entre les limites de cette variable représentées [)ar ^ et .r; et que réci¬ 
proquement les valeurs de x en t, tirées de l’équation caractéristique, 
restent fonctions continues de la variable, l, (mire les limites de cette 
variable représentées par t et i. C’est ce qui aura eirectivement lieu si 
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la variable t est toujours croissante, ou bien toujours décroissante, 
taudis que l’autre variable passe de la limite ^ à la limite x. Mais cett(! 
même condition n’est plus rigoureusement nécessaire à l’existence de 
la formule (8); et si, pour fixer les idées, on suppose 

alors, pour que la formule (8) subsiste, il suffira évidemment que les 
diverses fonctions de .r, propres à représenter les diverses racines de 
l’équation caractéristique, résolue par rapport à t, soient toujours 
croissantes et renfiirmées entre les limites t et t, tandis que l’on fera 
passer ,r, par degrés insensibles, de la limite « à la limite h. D’ailleurs, 
pour qu(' ces racines croissent toujours dans l’intervalle dont il s’agit, 
il sera néca^ssuire et il suffira (jue les valeurs dcD^i tirées de l’équation 
caractéristi<[ue, c’est-;i-dir(s l(!s valeurs du rapport 

se réduisent, pour une valeur quelconque de x comprise entre a et b, 
à une quantité afiéctée du même signe que la différence b — a. 


130 . 

PiiYSioiiK MATiiK.MATiQUE. - Mcnioirc SW Ici swface caractéristique corres- 
pondante à un svstènie d'équations linéaires aux dérivées partielles, ei 
sur lu surfuee des ondes. 

11.. T. .\III, p. i8t (u6 juillel i8.1i ). 

Ce Mémoin*, <iui sm-a inséré en entier dans les Exercices d'Analyse e, 
de Physique /nuf/iéniutique ('), (“St relatif a deux surfaces qui jouent ui 
grand r(‘de dans b's ([uestions de Physique ou de Mécanique dont 1 ; 
solution dép(“nd d’un syst(“ni(\ d’c’ujuations linéaires aux dérivées par 
tielles et à co(“fficients constants. 


( ‘ ) O/ùivrc.v de S. Il* T. XII, 


4{i% COMi'i'i‘.s ur.M>i'^ ne i. ic \ncMlio 

La '-lirlari'. (pu* jt‘ iiniuüit* la Mirftiti' rtirdrir’nsia^nt', v\t 

r(‘lh‘qui st‘ Ivoiiw vcin'r-rnlvi' |mi rrtjiialinii i';uMrfrnNtii|iir iAlvdiivnw, 
quand nn \ mnijilarr Ir- «l<Ti\rr^ panifiiez das ilorr^ «naines, rnlati\i*N 
an\ varialdas nnhqHUidaüîrN r. par Ir*. piifssaiirfs <lrs ai\rîN 

nrdrrs i|(‘rr- lunurs \an.i!d<'> rnü^!il.*n*rs ruîuiüt* oqiî'rsfuîanî îians 

au(H*dniini‘CN îaa'faiiunlaîrr- r! !*• îtaiip'*. 

La '^nrnndn Niirtarr r<dl«‘ qn** fniî înMinur la </f % f#/n/r',v, rt 

i|!li» dans îui iinniO‘îii«'nl ^uîupLn pn‘.. nI.iiiL *ni Ir- dinaa-N drs \îlua- 

iiun-. undrt'ülairt'- diuitmia'i:f .**11 l.tnî*‘ , Cuiriir, an Ihuîî «1 nu ItnnpN 
,|{ndi*oni|în*/» dr-. nlidf plali*'--, rilîiiilin'îif llilîirr^, tL\n %s‘Uîi‘nt uirli 
n('«‘Nsiir ti'no plaiiN ir‘(aü''îilan«ni.ii’-- pailn*'- .iii ponuifi iioîaiil 
ddin ninnn* wnln' prn^ pniir uiaion»* ^ u,.r.luiUtî'r. 

Ja duiunn daii'^ la pararrapln* ponniar da «a Mmiuira, \t‘\ impuni^ 
ddd)U‘ldr ^intaralinnrnl rtapialU'ii di* la -.111 tara di*midr*.. 

J t* îüuî 11 ri‘ d a Ü la Nf *rn nd P «} l’a ‘. I a P II * ' 1 » ' r* d a t i « » Il » I î */1 n ‘ • d ** î a î U a l f 11 M* 
qui nxoft’îiî la siiilarr rai.s* î‘“n*fiqnf »‘î la -îîî dr- uiidr'^. i*! 

i’tialdo ru parlnadnT Ir.pi.ip.^ la.ii ' . 

e Si l^i ^ Ci ii üii^ t pmindi 

,w r/in/i:;a*/i Mirid , » /f an/ina i. upi u.pifdiUii id 

> iinnii f isiitfiit m nCu/na/n #/i ^ k 

Il rn>ultr iUüardiaf intiriit dt* < r llirMianm* tjlin, 1 rqualîuii d<‘ la '^lîT 
lan* dt*sllndl^^ fiant dniiiiff. «ni piuîl ni dr iiiiia* rfijUalmi raraflfin 
îiqiîf, nnofiinaiîf uiif fdiminalniii '-nnldaldf a «adlf par laqindl»* an 
pas.st* dt* la srmndf fijiiallHii a K? prinnifrf. 

Tinninu: ü. ijas^/nf if t \i Indjutf^t/a , i< s 

/v/vn//.v *t, i\ i/it/it s. ilt l , f/n huu! du i* i, a dtai mdfi's- 

pufitidfiis tii !({ siiffdt'r riiiiit’it iisiniîif # / #/# la Mirftift tit'\ jdinssf'ni 

dt* jd'üprii'i(\ ijUi rfidt'iiii fl‘tîêi\ r/iîiiiipia pur iil t'indi iit' i {iiéiit' 

\iir liii-ditinr, fumrii un /Uinluii rurnitini f ^ti! tiu df /. 

' • I l,«*h iIh'hî»' jt»»* ' »|a*' a ^a« ru <!.»_ u u i Uriliii s'ii! é jj^aar .1 ri*- Ih:îhuj‘- 

t’tmiinrh. t‘l 'spH'uiliaiaiii *«»• mi,*' au- ^,11 «riisM iîitiirîift «la M. fl*’ 

,i.nl iH'ltM. Cf'lh' n*!ii,if»|iir. .1 »'} ,|fî îl |.:.a *.i! 4%4n an* Iran* i-.ir |»i‘i‘«■«•aur''. 

'•t an Ihirlit’ullrr I»ar M Illinriirl , Usai'-* aü*' lia ‘4* îîfftUf îPilîr |yî! 
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Il résulte de ce théorème que les quatre points qui représentent les 
extrémités des deux rayons vecteurs et les projections de l’extrémité de 
l’un sur l’autre se trouvent placés sur une même circonférence de cercle. 

TiiéOKKhf. III. — Etanl donné un système d’équations aux dérivées par¬ 
tielles qui conduit à une équation caractéristique homogène, pour déduire 
la surface des ondes de la surface caractéristique, ou réciproquement, il 
suffit de porter, sur chaque rayon vecteur mené de l’origine à l’une des 
deux surfaces, une longueur représentée par le rapport entre le carré du 
temps et ce tnerne rayon t'ecteur; puis de faire passer par l’extrémité de 
cette longueur un plan perpendiculaire à ce rayon. L'autre surface sera 
celle que le plan dont il s'agit touchera constamment dans les diverses posi¬ 
tions qu'il peut (requérir. 

Je joins ici (juehjues-unes des formules établies dans les deux para- 
ffraphes du Mémoire'. 

Analyse. 

I. — Considérations générales. 

Soil 

(l) l>.vi 1>:> = 0 

réepialion c.aracléristieiue donnée, x, y, z, t désignant trois coordon 
ué('s n'clangulairees cl le (emps. L’éeiuation de la surface caractéristiqu 
sera 

(•>. ) I' 0 - - 

('t, pour ol)(enir réeiuation de la surface des ondes, il suffira d’élimine 

II, r, (V 

('ülri'. 1rs rorinult^s 

(3) Sz:.0, 

( /J ^ .r H- r r “h SV Z -h .s 't o, 

./• r _ ^ 

i)„si)7s ■" i).vS’ 

la vah'ur di' S élan! 

( 0 ) s-r. F('/, c, (f, .v), 

O / 

OKttt>rvs de T.—“S. K t.VÏ, ^ 
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et les rapports 


U e "■ 

— J -■ 5 

.V S s 


étant supposés réels, clans le cas même où u, c, tr, .v (Ic'vieniKmt imagi¬ 
naires. Lorscjue la l'onction /) n’esl pas liomoginie, .v r('ste 

dans l’cquation de la surface des ondc's, et les dinunisions (l(‘ (!('tl(‘ sur¬ 
face varient généralement avec ,v. 

Lorscjuc la fonction F(.r, r,s,/) devient liomoginie, .v so trouve' éli¬ 
minée avec ii, e, w, (il disparaît, dee l’écjuation dee la surlacne de's ondcîs. 
On peut donc alors donm'i'à .v une valeur arbitraire', e'i, e'ii [eeesant 

■v -- /, 

eul peut remplacer a, e, o’ par le's coeerelonnée's ernn peeint situé sni' la 
surface caractéristicfue'. Si l’on nommee 

X, y, Z 

ce'S coordonnées, afin elee lees elistingue'r ele'S e'eeeereleennée's .r, y, :: el’eiii 
point situé sur la surf;ie',e' elees eeneles, em ve'rra lees éeiuatieens (d), (..'i), 
( 5 ) se réduire', à 

S —I», 

I x.r-t-yr-f-zj-i- t- - O, 

(7) 

y f 

i i),s """ i)7s iv;s’ 

la valeur de S étant 

(8) S^F(x,y,z, /). 


§ ïl. — Rapports qui existent entre la surface caracteristif/ua et La surface 
des ondes^ dans le cas ou Réquation caractéi'istifju(* dccient /lotnopène. 

Soient, dans le cas qu(\ Ton considèias 
(0 S=:<) (U S •() 

les équations de la surface caractéristi([U(^ el d(‘ la sindacu^ (l(‘s ondi^s; 
alors 

S~F(x,y,Z, O 01 
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sol'oni doux lonclions honiogcnos de t ot dos coordonnées 

.v, Z, ou æ, y, 

Alors aussi les coordonnées, rohUivcs à doux points correspondants 
dos (h'iix siirlacos, scu'onl liées entre elles par les équations 

(■'.) X-C-h ,y,r H-z:; — 

— -i.- -JL-. 

l>^S l»j,S !),,.«'■ ■’l),.S iT.s' 

Soient niainlenani v, /• It^s rayons vecUuirs menés de l’origine au.v 
points (X, y, z) (M (•<■,_)% z-) divs deux snriaces, et o l’angle aigu compris 
(‘nlr(m'es rayons vee.t(uirs. L’é([na(ion (2) donnera 

( V) /’t (‘OSO T.i; 

(‘1, <Mi vriid (!(‘s lornuilrs ('!), I(‘ plasi niaiir ii rima des suriaees 

par l\‘xfréiiiilé de Vun de e(‘s rayoîis veeJeurs scM^a p(M‘peii<liciilair(‘ à 
raiifr(‘ rayon. 

Tj's reînaiaïues entraineiil l(‘s Ihéoreines préeedcniunent énoncés. . 
Ajoüloîis que, si Toîs eonsideia^ / eonnne une fonction de x, y, z dé¬ 
terminée par réqnation S o, ou 

\, y, z, /') ■o, 

e,{‘(l(‘ fonelion vérili^u'a réquation aux dillëren(‘es parliell(‘.s 

.t ( 1 )^/. 1 )^/, I),/, - 1 ) o. 


VM. 

PïiYsiorK M \THHMATi<u'i:. ••' Mv/îioirv SKI' dHploi (les fondions principales, 
rcprcst'ntvcs par des i/ifrp'ralcs (lèJuiK^s douhles, dans la recherche de la 
forme des ondes sonori's, lKmineKS(\s, el(\ 

C. H., T. XllI, (). iHS (7.() juilI(U, ï8 |i ). 

Les inféjijrales qu<‘ j'ai doniu'es, dans la derni(n*(‘ séance, pour les 
syslinnes d'éqtia lions aux dilTéreiuu's partiel les, sont éminemment 
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propres à faire connaître les diverses circonstances des mouvements 
que ces équations peuvent représenter dans un problème de Physique 
ou de Mécanique. .Te montrerai, dans une suite de Mémoires, comment 
on peut déduire de ces mêmes intégrales les loisd’un grand nombre de 
phénomènes ([ue j’ai analysés d’une autre manière à diverses époques, 
et en particulier les lois de la polarisation, de la dispersion, de la dil- 
fraclion, dans la théorie di', la lumière. .Te me bornerai aujourd’hui ;i 
la détermination générale de la forme des ondes ([ui se propagent dans 
l’espace, quand la fonction principale doit vérifier une équation carac¬ 
téristique homogîme. ,1’avais |)rouvé, en i 83 o, que cette fonction prin¬ 
cipale peut être réduite à une intégrale ([uadruple. J’ai obtenu, dans 
la dernière séance, une réduction nouvelle, en supposant la valeur 
initiale de la fonction principale décomposée en plusieurs parties, 
dont chacune dépend uniquement de la distance à un centre fixe; (d 
j’ai donné en outre un moyen de trouver directement l’intégrale double 
à laquelle cette sup[)Osition m’a conduit. On ve^rra, dans ce nouveau 
Mémoire, avec (jiudle facilité l’intégrale double dont il s’agit fournit 
d’une part la limite intérieure (h^s ondes Udlc ([ue je l’avais détermiué(‘ 
en i 83 o, et d’autre part une limite ex(éri('ure du genia* de celh' ([u’a 
obtenue d(U“nièrement M. ITIauchet. 


Analyse. 


§ I. — Limil.e ultérieure des ondes représentées par une équation 

ca rac te ris tir/if e. 

Prenons pour variables indépendantes trois coordonnées rectangu¬ 
laires X, y, Z et le temps /. Soit d’ailleurs 

-, f ) 

une fonction de ces variables indépendantes, entière, homogènt^ et du 
degré n. Enfin, soient 

r ~ /.i'~ H- -f- 

la distance du point (.u,j, =) à l’origine, et « une fonction principale 



EXTRAIT N» 137. 


•269 


assujcllic ; 1 ° à vérifier, quel que soit t, l’équation caractéristique 
(i) F(l)*, l)y, D-, Di)OT = o; 

2 *' à vérifier, pour t, = o, les conditions 

rrr:-=(), D'/“^ro = o, = n(r). 

Ou aura, coimue nous l’avons prouvé dans la dernière séance. 


(:0 


rïT 



■ ( Ç “H G) ^ ) lï ( ç (ù l) 
r, IV, w)}(o 


smp dq dp, 


l(‘s valcMirs do u, r, ç olant 


(•V) 

(•>) 


U <‘os/>, v ^. sin/; cosr/, tv =12 sin/; sin^ 

ç: ■•i™ vy + tv-G. 


Doue la valeur p;éuéral<'. <le l)'/ 'wsera 

I e «O j . J, 


(!l, il (‘Si aisé d(‘ s’assun'r ((ue cette valeur générale remplit, comme 
e.ela d(‘vait èlre, la eondiliou (1(‘. se réduire à n(i”) pour une valeur 
nulle de /■ 

Supposons luaiutenaul (lue la valeur initiale de D;"'cï, représentée 
par 11 (n, u’ail de valeur seusilde que dans le voisinage de l’origine des 
coordonnées, ('u sorte (m’elle. s’évanouisse constamment quand lava¬ 
is,,,- ,unuéri(}ue d.‘ r n’esi pas très petite. L’inUigrale double qui, eu 
vertu d.‘ la l'oriuub' ((i), représente, au bout du temps O^la valeur de 
D'; 'nt. et inénu' celle ([ui représentera la valeur de D"'V, se rédui 
nlul évidenunent à zéro si les valeurs de ,r,.r, sont sensiblement dif 
l'éreutes de et'lb's (jui permet lent de vérifier r(‘.quation 
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Or celte dernièr(3 équation représente un plan dont la position varie 
dans l’espace avec les valeurs des coefficientse, cv; et la surfoce, que 
îonclie ce plan dans toutes les positions qu’il peut acquérir au bout du 
((mips t, est précisément celle que nous avons nommée surface des 
ondes. On peut dpnc énoncer la proposition suivante : 

Théorème f. — Si le phènomme qui dépend de la valeur de D'^”’rrr, ci 
parail ou disparaît avec elle, nest primilhement sensible que dans un 
espace infiniment petit, qui renferme Vorigine des coordonnées, il ne sera 
sensible au bout du temps t que dans Vintérieur de la surface des ondes. 

Si l’espace, dans lequel le même phénomène était primitivement sen¬ 
sible, cessait d’étre infiniment petit et S(; trouvait renrermé dans inn^ 
(un1,ainc enveloppe, alors, pour obtenir la surface dans l’intérieur dc^ 
laquelle il disparailrait au bout du temps /, il suffirait de décomposer la 
valeur initiale de en parties dont chacune serait unicfmmienl 

s(‘nsil)l{^ dans l’iiîtérieiu* d’une sphina^ iîitiniment petitis et r(q)résenté(' 
par une fonction de la distance au (umlrt^ de la sphère. C(^üe décompo¬ 
sition pouvant toujours s’cdïècüim* vn vertu chm Ibrmules qü(‘ j’ai don¬ 
nées dans hcs séania‘s précédentt^s, on déduira immédiateimml du 
théorème f la proposition suivante : 

Théorème II. — Si le phénomène qui dépend de la valeur de ur, et 
paraît ou disparaît avec elle, nest primitivement sensible que dans un 
volume fini terminé par une certaine enveloppe, pour obtenir la surface 
dans rintérieur de laquelle ce même phénomène disparaîtra, au bout du 
temps t, il suffira de transporter cette enveloppe dans lèespace, de manière 
que chacun de ses points décrive une droite égale et parallèle au rayon 
vecteur OX mené de lèorigine O des coordonnées èi un point quelconque A 
de la surface des ondes qui aurait cette origine pour centre. La suif ace 
cherchée sera la moins étendue de celles (pie limitera de toutes parts l'en¬ 
veloppe ainsi transportée, dans les diverses positions (pi elle pourra prendre, 
vu égard aux diverses nos liions du point A. 
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^ II. Liniitt' t'.rlrrit’iirr des andcs f't'prrscnfrrs par imr ('(fut/iion 
(ufntf'lrristiiflif ht>/}iiiprnt\ 

(loîjsidéroîis di* noiiV(‘aîi la Idiu'lion piaiiripalr <o drlrrniiiUM* par la 
forinulr . *1 tin !, (‘'rsî-a-iTna', pai* rrquafitHi 


I I i 


Iq’ '* r " ’t^ ' I m/i . 


I 


1 1m //, a, tr, M s !f, 


in /> d(/ dp. 


tlan.s la<|iH‘ll(‘ on a 


// (Mis/n r sin/M*nsy, «r siii/^sinf/, 
^ //.r ■ a I ' u‘, . 


Si Ton po^r, ponr ahr<‘^an\ 

I { I \ ^ ui/, 

alors, an\ clivfo’sos vahnirs d(‘ o) ronsidôrô oonunt* raaiîH» <lt‘ro(|uafion 

I 7 I !•'(//, i\ n% «-U ) <«, 

atHi’ONpondriml aiifanl do valours do.v(|iii \ôî'irun’on( la Idmiulo 

i 0» I !*'t ///, a/, ir/, V a 1 «», 

c*l ro<|nalitHt ptHii’ra s'oorirt^ ooinnn^ il siu! 

t . . i- t • t t 

- " I h^ , ‘ / I / . . ^ 

I *' ^ ! M. 

la \alou!’ tlt* [. ôîaiil 

1 f -V s î 

I .H I , 

^ h I ///, a/, h7, V ^ } 

(‘.oîHîîH* tnt aura d‘aillours ^ôïtdraltnnintl 

j fl a. »a ) ^A/ I J'{ 4 , H ! titp 

atloinin t|Ht* o, o' ahan^tnil do si^nn* a\tM* siay t‘l at»^^ tpiaiitl on fat! 
art>iîrt‘ «tu dnninuor l'anult* (j «lt‘ la (Itntii-oirtainroroina^ t:, il t‘st <dait 
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que, dans la formule (8), on pourra changer les signes de c, w, et sup¬ 
poser en conséquence 

. _ (s—Çj )"--- _ 

cS — vt, — wt,s — ç,)’ 

la valeur étant 

(lO) ç^= (t’-. 

11 y a plus : on pourra substituer dans la formule (7), non seulement 
l’une quelconque des valeurs de fournies par les é(fuations (8) ou (9), 
mais aussi la moyenne entre ces deux valeurs, savoir 


('O 




V{at, vt, wt, s — ç) 


_ 

F(«/, — vt, — ç,) 


Or cette dernière valeur de | sera une fonction rationnelle deu., e, n’(|ui 
ne sera point altérée quand on y remplacera r |)ar — e, (‘tm [)ar -- (ï-; 
et puisque, en vertu des formules (2), on aura 

.1. L 

(la) (’= (r — H-)'^ C 0 S( 7 , (r’ = (i—?/'•“)■ siiw/, 

il est clair que le second membre de la formule (i i), considéré c.omme 
fonction don etdcl’anglc^, sera une fonction rationmdh^ (h' //. On peu! 
même observer que ce second membre, après la réduction des (buix 
fractions qu’il renferme au même dénominateur, s(u'a représ<mté par 
une fraction nouvelle dont le dénominateur ('.t h' numérateur s(M‘ont, 
eu égard aux formules (ta), le premier du dt'gré un, t't b; setutnd du 
degré an — 2 par rapporta la variablcn. Il suit immédialtumuit dtMU'tte 
observation que la valeur de déterminée par la formule (ii) et b'ti 
équations (12), vérifiera la condition 


(i3) 




Remarquons d’ailleurs que la formule (7) pourra s’écrirt! comme il suit 


VJ : 


Jo 


i dp fin. 


04 ) 
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Soit luaiîUtMiaaf r l(‘ i‘avon !U(‘iu*‘ (la au poinl \ (|ui 

a puni* cuortfuiuHMas r(‘(*(aui»‘îilair(‘s .r, r, v. (hi aura 

/• i J ' ' 

Dr plus, puuia'a ruusidâiau* l(‘s cpianlilâs /^ // ruîuiîu^ rt'prastuiîau( 
<lru\ (l(\s ronr(louua(‘S pulair<‘s d’un auîra puiul B Niluà» a runilc* da 
di.s|aua«‘ (h‘ l’uripin(\ sur un rayuu \a(‘îrur (}ui turuuu’ail a\(‘a la d(uni- 
a\(* (has .r posifna's Tau^la a{ dans un plan (|ui» pas.sanl par vu ra\on 
\ar((‘ur, IdriiHuaîiî ‘awv la plan (Bas u\ r l’afij^la r/. (ada pusâ, îhhu* 
îuons 0 Tan^la canupris «uîüa» hs ra}nns V(‘alriirs (K\, HB, On liaunara 

v\ [aiï' suif(‘ rr(]ua!it)u douiunai 

t ( a . \ / rns •«» /. 

pHliii, si l’an unîuiiu^ v Panifia rnriiià par la ra\(*n wvtvnr r a\ar Pa\a 
flcas ,i\ aî r/ I i Pau^Ia lurfuâ par la plan qui rcudaruia vvi nw ai vu 
ra)nn a\(‘(‘ la plan das y, un aura avidaainnuB 

.r /' f^ïn^viysitf - et, ; /’sin., mihi/ ' u 

al pal* '-uiîi* la lurunila ’! donuara 

V, /' i (*4 ,, ru'^ /J i n t'iin/< i . 

puis (Ml rniialtira d(‘ aulta daruiiu’a, auiuparaa ii Pa<|UaliïUi î > , 

t t " « rn*^ s t’n'. ,, rn^ t U . an - ' nia ys 

Supp<>*-<MîN il prâsaiil : i" (|uc* la Innatinu 1! v suit fuujuui*'^ nidla, 
rxaaptt* anira las liniiias 

> da^i^iiant un îunnhra Iras putit; a” (jiia Pun alîrilHu* a la \arialda < 
lina \alaur puNiîi\a tîvs auusidarabla. Alors la loua! uni 11 s s’uvanuîiira 
tunjuurs (juainl la ^alatir nuuuu’iqua da .v na sara pas Iras piUita. P ail 
latll’-'. /” afaliî Iras uraîïd a\<‘au\ la \alaur da .v dataruuîu'a par t‘aqna- 

t i ■ é , t s. K f \ ! * » 
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tion (i6), et que l’on peut mettre sous la forme 

/ ^ wA 

/• cos a H-3 


ne pourra devenir très petite qu’avec le binôme 

-s Cr) ^ 

COSd H-3 

r 

et par conséquent avec coso, puisque, r étant très grand, y 
voisin de zéro. Ainsi, dans l’hypothèse admise, lorsque la valeur di' .v 
donnée par l’équation (iG) fournira une valeur de ir(.v) dilïéren((i de 
zéro, on aura sensiblement 
(i8) cosô = o, 

et, en vertu de la formule (17), 


(‘9) 


cos/> _„sin/9 
■ sincî Cüst coso 


(cos"9 -f- si 11-9 cos- 0“ 


attendu que sin/? et coso seront positifs. Il est aisé d’en conelure (iiie 
cotte valeur de s sera généralement croissante avec la variabh* 


U =L cos p. 

En effet, on tirera des formules (iG) et (ty) 

D;,.î = /•(— cosffl sin P - 4 - sinç cosi. cos />) - 1 - l D,,f.), 
ou à très peu près, eu égard à la formule (19), 

r t ' 

( 20 ) Dp5=r—(C0S^9 H- sin-9 COS®i)" — P II;'"* ! 

et, comme la valeur précédente de sera évidemment négative! pour 
de très grandes valeurs de r, si D^co conserve toujours une valeur finie, 
il en résulte que la valeur correspondante de 

( 21 ) D„5 = —sinp D/,.9 

sera généralement positive. Cette conclusion subsistant dans b» cas 
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lui'iiif nii r. ir l'huii^'i'iit (h* si^tic, cl où ^ so (rouv*' rt'inphu'ô pai' ç,, 
jiiMil alVii'iin'i'(jtu’, pour (le tràs p;raii(l('s vah'iirs posi(iv(;s (l(‘ .'-f, h's 
l(‘nr> (le .V, pour l(‘S(iiicll(‘,s ll(.vj no s’ôvanonira pas, (îi'oitroul, daii; 
tormulo 1 I , avec la variahlo ii. Dono alors, (ni suhslil.nani à la 
l'ialilo n la vai'iahlo ,v. oii aura, ou V(*r(u (1(! la lormulo (H ) <lo la paj^a^ 2' 


I 


d; 


■:=.( J 


r 

c 


s-II(.v) 


/ (//> fh\ 


pui.s, ni ;i l’rt|ua(î(Hi 


I • , i 


r.T i >. 


\ jnulfHis qui* l’tM|ualitm :>’! j aoniiinu'ra di^ suhsisti’r tant (|U(‘. la val 
«la l),_v Nt*ra rntîa‘ las linnUas 

I ‘ } ' s .s A' 

nÎ .. rcHiima un la suppasa, as( sansildnnanl mil, la rom*.! 
[iriiHdpala m N^avaiiniiira au Imul du (mups /, taul ([Uc* la valaur p 
îi\a da ,r na sara pas assaz patita pour <{m‘ Pou ail siuuïllauâîuaiil 

t ’ t su, I);, .V U. 

La pramiarr da.s âî|iiatiüus 'aa ] (jui, (*n V(‘rlu das Idiauulas i ’L «d ■ 

laaiuiî a 

. ‘U ê{ J- r J ; ir.’ : «■,) / U, 

«•NÎ piff'îsaîunU raqualîoii (Mî .r, r, ^ qui raprâsaula, au huul du lc‘iu| 
un jdaii laiajiaüt a la surfara dm uiuLas, cd pn’pnidinilaiia^ à la di^ 
(Lmt aliaqua paiut râp«m«l aux daux aumaloiiuaas pcdaiian p (d y. i 
p««>a, r«M|iïatfuu au ax -, /, |H’c)dui(<‘ par l'alinuuutiua d(‘ .r anlia 
turîîmL•'^ , ï’aprasaîdtu’u âvidaimuaut, puur uua valaur danuai 
Lanxla ip la Ntirla»*!’ r}!îndriqua i‘ir(ams<*rit(‘ à la surlaiM» d(‘s amla: 
iifiîîl la xaîîaratrira M*ra parallida au (dan ()ui, passant par 1 
das fx t.«rmarai! ldiîi;,da y av«M‘ la plan d(vs nx px II an râsulta ip 
plia- i^r.nulv «las \alani% pasitivah d(‘ .r, qui paniudtrunt aux 
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mules ( 2 . 5 ) de subsister simultanément, serai abscisse du plan perpen¬ 
diculaire à l’axe des x, et qui touchera les diverses sur(ac('S cylin¬ 
driques de ce genre, correspondantes aux diverses valeurs (I(ï 1 angle (j. 
En d’autres termes, cette plus grande valeur de a- sera l’abscisse du 
{rointde la surface des ondes le plus éloigné du plan des y, dans 
sens des a? positives. D'ailleurs, la surface des ondes, correspondante 
à une équation caractéristique homogène, présente, comme il est lacile 
de s’en assurer, une forme et des dimensions indépendantes des dir(*c- 
tions attribuées aux axes rectangulaires des x, y, Donc, ridative- 
mentà cette surface, le demi-axe des x positives peut avoir um^ diia'c- 
tion quelconque; et ce que nous avons dit suffit pour démontrer ((ue 
les deux plans qui, étant parallèles à un plan donné arbitrairement, 
limiteront, au bout du temps t, la surface des ondes de part et d’autre 
de l’origine, limiteront aussi, à la même époque, l’espace en (bdiors 
duquel la fonction principale « sera constamment nulle. Donc la 
fonction principale « s’évanouira toujours en dehors de la plus 
grande nappe de la surface des ondes, si cette plus grande nappe est 
une surface convexe. Si le contraire arrive, on pourra du moins 
affirmer que la fonction principale o s’évanouira en dehors de la sur¬ 
face qu’on obtiendrait en conservant les portions saillantes dc; la sur¬ 
face des ondes, et substituant aux portions rentrantes de ccîtUî mênu' 
surface des portions de surface développables dont chaque généi'atrica', 
extérieure à la surface des ondes, la toucherait en deux points dilfé- 
rents. Ces conclusions s’accordent avec celles qu’a obtenues M. lilaii- 
chet en appliquant le calcul des résidus à la détermination des inté¬ 
grales triples auxquelles il avait réduit les intégrales quadruples (|u(' 
nous avons citées dans un précédent Mémoire. 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que la valeur de 
tirée de 1 équation (o), restait toujours finie. Pour étendre les conclu¬ 
sions que nous avons obtenues au cas où cette condition n’est pas 
satisfaite, on pourra recourir à la théorie des intégrales singulièr<>s. 
C est ce que nous montrerons dans un autre Article, où nous recher¬ 
cherons aussi ce que devient la fonction principale, quand la nappe 



FAT H AIT N- î:W. 


m 

i*\îi‘ri«‘îir«* mulrs ïTi'^l pas (auivcxr, lt‘s ptuiions ri^îUraîilos 

dr rt‘ttr îiappr et \v> portions (1(‘ smTuo^s (lévoloppal)h‘s dont nous 

a\tilis paî'lo. 

I/riiud<ippo lie l’o>p:u*o ou dohoi's (huiuel s’évanoiiil, ao hoiU (lu 
loîops/, niio idurtioîi priïU’ipalo, douf la vahoir irélail priiuiiiv(MH(ud 
si‘îiNi!df‘ que daîis le \oisiîïa^e d'un point, (‘st e(‘ (|u’ou p(Mit noïUUUM* la 
suri’aef oxîto'ieure irmn* ondt* piâniitiveiueiü eoinanüréi^ vu [joiîil. 
iTife >îirraee étant eoniiin*, (Hi en déduira la surlaia^ (‘xtérituîrtMrunc 
uinlf* priiniln eîoeiit renferinee dans un vo1uuh‘ fini, u raid(‘ d<‘ la e.oii" 
striietiiOi ueouH‘friqtn* iinliquèi» dans h* thêoia'*nH‘ 11 du 1* 


liîH tii.:sîiits, Happini sur tif! l/eV/zo/re r/r .M. Oltrannuan 
nétii/üN rniriii tirs résidas, 

F IF, î, Xflî, |e nji\ ri. iioûî iHjti. 

i; \e;ifleîiiie înoH a eliargês, ,M. Sturiu (‘I moi, d(‘ lui laMuhaMunupt 
d‘îin \ltoiioire preseîüê par M. Olîraman*, v\ (jui a pour iilvv : lUrhercla 
sur li' etdntl ilt's irsîdtis. On sait (|uc‘ lt‘s priueipes d(‘ e(‘ nouwAïu eahuil 
{le\elnppes par l’uîi de îitoï'^ en iHati, on! (‘t(\ d(‘puis e(‘((e (‘pocpu 
appliquen, non Neulemeni ii !'inlétu‘ati(m ch^s ('M|ualions linéair(‘s <‘1 à ! 
.♦diilioii tFr pnddenies dePh\Nique mathémaîi(|U(‘, mais cmeon' à I 
fltUrriHinaîion des inif»^'ra!<*s definies et ii diverses (im‘s(ions d Analyse 
mo! par 1‘aütenr lai-mëme. soit par d autres ^’eomî‘lr(‘S, parmi h‘S(iU(‘ 
cht iltoî *Î!stiii”Uer MM. ‘rortolini, lUidielol , Ostroj^radsky (‘1 Bof 
iiiakowslu. I.en rtadierebes de M. (lltramare sont prineipahnmml nd, 
aux propriétés dont jouissfOïl, dans le ealeul des lassnlus, d(U 
riiiieUoii*. i//eer.vev l’îine de FautnF eA‘sldi-dir(‘ dtmx variahhxs dont eh 
eiiiît‘ est determiiHM* en loneticUi de 1 autre par un<‘ (Mpialion al^ehritp 
un meme îrauHeendante. Faruii les theoriones qn'éfahlit M. Ollramar 
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nous en citerons d’abord un qui se rapporte au cas où l’équation don¬ 
née est algébrique, et qui se trouve énoncé dans les termes suivants : 

est une fonction quelconque de la variable z, uniforme ou mul¬ 
tiforme, donnée par une équation algébrique, et qui, pour des valeurs infi¬ 
nies réelles ou imaginaires de z, conserve une valeur finie, le résidu inté¬ 
gral de la somme des valeurs de cette fonction sera précisément égal au 
résidu intégral de la somme des valeurs de sa fonction inverse. 

M. Oltramare observe avec raison que le théorème s’étend au cas 
même où l’on remplacerait la fonction inverse de 9(5) par ce qu’il 
nomme la fonction inverse de seconde espèce, c’est-à-dire, pour parlci' 
exactement, par la fonction inverse de la somme des valeurs de 9(2). 

La démonstration que donne M. Oltramare du théorème énoncé se 
déduit rigoureusement de la règle établie pour la détermination du 
résidu intégral d’une fonction, à la page i 34 du premier Volume des 
Exercices de Mathématiques ('). On pourrait même simplifier cette 
démonstration, comme nous allons le faire voir. 

Considérons une équation algébrique entre .x et j, dont le premier 
membre soit une fonction entière du degré m par rapport à x, du degré 
n par rapport à/ et du degré m-hn par rapport au système des doux 
variables; ce qui exige que le coefficient du terme proportionnel à .z'" 
et a y' ne s’évanouisse pas. En vertu de la règle que je rappelais tout à 
l’heure, le résidu intégral de la somme des valeurs de x considéré 
comme fonction de t elle résidu intégral de la somme des valeurs de t 
considéré comme fonction de x, dépendront uniquement l’un et l’autre 
des coefficients des quatre termes qui renfermeront les puissances a;'" ou 
.z““' de a;, et y" oujk"~' dey. Donc, quels que soient les nombres m et n, 
ces résidus conserveront les valeurs qu’ils prendraient si les coeffi¬ 
cients de ces quatre termes subsistaient seuls, tous les autres coeffi¬ 
cients étant nuis; ce qui permettrait de réduire l’équation donnée à 
une équation du premier degré en æ ety, ou de la forme 

Aay -I- B a; -I- Cy -t- D = o. 

OEimes de Cauchy, S. [ 1 , T. VI, p. 169. 



m 
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Mais alors chacun des deux résidus dont il s’agit se réduirait au rapport 

RC - AD 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Deux vanahlcs x, y étant déterminées, l’une en fonction de l’autre, 
pat une eeiuation algébrique, dans laquelle un même terme renferme à la 
fois la puissance la plus élevée de x et la puissance la plus élevée de y, le 
résidu intégral de la somme des valeurs de x, et le résidu intégral de la 
somme des valeurs de y, seront égaux entre eux, et dépendront des coeffi¬ 
cients des quatre termes qui renfermeront la puissance a'" ou x^-' de x 
avec la puissance y"- ou y'‘~' de y. Ils resteront donc invariables, si, sans 
altérer ces quatre coefficients, on fait varier tous les autres ou même les 
nombres entiers m et n. 

Les théorcinos démontrés par M. Oltramare, pour les fonctions qui 
représentent des racines d’équations algébriques, ne peuvent pas être 
étendus sans restriction aux diverses fonctions transcendantes. Aussi 
l’auteur s’est-il borné à les établir pour certaines fonctions de cette 
espèce. D’ailleurs, dans les derniers paragraphes de son Mémoire, il a 
déduit, des formules rappelées ou établies dans les premiers, des som¬ 
mations et des transformations de séries qui paraissent dignes de 
remarque, et propres à intéresser les géomètres. 

En résumé, les Commissaires pensent que le Mémoire de M. Oltra- 
mare est digne d’être approuvé par l’Académie et inséré, avec une 
réduction à laquelle l’auteur a consenti, dans le Recueil des Savants 
étrangers. 

Nota. — Pour obtenir le résidu de x considéré comme fonction de y, 
et le résidu de j considéré comme fonction de x, quand les variables x, 
y sont liées entre elles par l’équation 

( I ) A xy -y B J? -f- Cj' -y D — o, 

il suffit d’observer que ces résidus ne varieront pas si l’on remplace 

y par r-y8, 


X par X a. 
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en choisissant a, 5 de manière à faire disparaître les termes du premier 
degré. Mais alors l’équation deviendra 

A^/ -i- D^==: O, 

la valeur deD'étantD — Donc, par suite, chacun des deux résidus 
sera égal à 

_ D' _ BC-AD 
A A- 


139 . 

Mécanique céleste. — Méthode nouvelle pour le calcul des inégalités des 
mouvements planétaires, et en particulier des inégalités à longues 
périodes. 

C. R., t. XIII, p. 3 i7 (9 aoiU, 


Le calcul des inégalités séculaires et périodiques des mouvements 
planétaires dépend surtout du développement de la fonction perturba¬ 
trice en série de termes proportionnels aux diverses puissances entières, 
positives, nulles, ou négatives, d’exponentielles trigonométriques, dont 
les arguments sont les anomalies moyennes des mouvements dont il 
s’agit. Le coefficient de chacun de ces termes doit se réduire à uiui 
fonction des éléments elliptiques de deux planètes, et le coefficient du 
terme général de la série varie, d’une part avec ces éléments, d’autre 
part avec les exposants n, n! dos puissances auxquelles on élève les 
deux exponentielles trigonométriques correspondantes aux deux pla¬ 
nètes que l’on considère. Dans les Traités d’Astronomic, les coefficients 
des divers termes se trouvent, pour l’ordinaire, successivement déduits 
les uns des autres, ce qui entraîne de longs calculs, et ne permet pas 
de reconnaître facilement les erreurs que l’on aurait pu commettre. 
Pour remédier à ces inconvénients, j’ai donné, dans mes Mémoires sur 
la Mécanique céleste, des formules qui offrent le moyen de calculer 
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directement le coefficient de chaque terme. Ces formules sontparticu- 
liî'rement utiles lorsque les exposants n, n' sont peu considérables. 
Mais, clans le cas contraire, elles n’abrègent pas assez les calculs pour 
<[u’ils ne soient encore très pénibles; et l’on n’a jusqu’ici trouvé aucune 
inélhodc à l’aide de laquelle on puisse déterminer facilement la valeur 
très approcbcc d’un coefficient correspondant à de grandes valeurs 
<lc n, n'. Le besoin urgent que l’on aurait d’une semblable méthode 
en Astronomie m’était encore représenté dernièrement par M. Le Ver¬ 
rier, cjui vient de terminer, à l’aide de ses formules d’interpolation, un 
grand et difficile travail sur la planète Pallas. Cédant aux instances de 
<•(' jciiine savant, j’ai dirigé mes recherches vers un problème dont la 
s(dution peut épargner aux astronomes tant de fatigues et tant de 
v(dllcs. J’ai été assez heureux pour atteindre le but de mes efforts. Me 
pro[)osant de publier successivement dans les Exercices d’Analyse et de 
Physique mathématique les résultats de ces nouvelles recherches, j’en 
don aérai seulement de courts extraits dans les Comptes rendus des 
séances de l’Académie des Sciences. Je me bornerai pour aujourd’hui à 
indiquer les principes généraux sur lesquels s’appuie la nouvelle mé- 
(bode. D’autres articles en offriront l’application au calcul des mouve¬ 
ments des corps célestes. 

Le présent Mémoire est divisé en deux paragraphes. 

Le premier paragraphe est relatif à certaines propriétés des fonctions 
('nliiires et réelles des sinus et des cosinus d’un même angle. Il est aisé 
de voir qu’une semblable fonction peut toujours être transformée en 
une fonction rationnelle d’une seule variable, savoir de la tangente 
trigonométrique de la moitié de cet angle. J’en conclus que si, après 
avoir égalé à zéro une semblable fonction, on résout l’équation ainsi 
fornicc, par rapport à l’exponentielle trigonométrique dont l’argument 
(!St l’angle ci-dessus mentionné, on obtiendra des racines qui, prises 
deux à deux, offriront pour modules deux nombres inverses l’un de 
l’aut re. D’ailleurs des formules, que j’ai données dans les Exercices de 
Mathématiques, fournissent divers moyens de décomposer l’équation 
dont il s’agit en deux autres qui offrent, la première, toutes les racines 

36 


ORuvres de C. — S. I, t. VI. 
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dont les modules sont inférieurs à l’imité, la seconde, toutes les racines 
dont les modules surpassent l’unité. 

Le deuxième paragraphe est relatif au calcul du terme général, dans 
le développement d’une fonction en série de termes proportionnels 
aux diverses puissances entières, positives, nulle, ou négatives, d’une 
exponentielle trigonométrique. On prouve aisément que le coefficient 
du terme général peut être représenté par une intégrale relative à 
l’angle qui sert d’argument à l’exponentielle, la différence entre les 
valeurs extrêmes de cet angle étant -la circonférence môme. Considé¬ 
rons, en particulier, le cas où cette intégrale représente le coefficient 
de la puissance de l’exponentielle trigonométrique, la valeur 
numérique de n étant un nombre très considérable; et supposons d’ail¬ 
leurs que la fonction donnée offre pour facteur une puissance négative, 
entière ou fractionnaire, d’une fonction réelle et entière du sinus et du 
cosinus de l’argument. Si l’équation auxiliaire que l’on obtiendra en 
égalant cette fonction à zéro est résolue par rapport à l’exponentielle 
trigonométrique, on pourra, sous certaines conditions que le calcul 
indique ('), déduire de cette résolution la valeur de l’intégrale expri¬ 
mée à l’aide d’une série très convergente; et même, pour obtenir le 
premier terme de la série, il ne sera pas nécessaire de chercher toutes 
les racines de l’équation formée comme on vient de le dire. Ce premier 
terme, qu’on pourra se contenter de calculer seul, quand la valeur 
numérique de n deviendra très grande, dépendra'uniquement de la 
racine qui offrira le module le plus voisin de l’unité, ce module étant 
d’ailleurs compris entre les limites o et i. Cette remarque, fournit, dans 
la Mécanique céleste, le moyen d’obtenir très promptement celles des 
inégalités périodiques dont le calcul offrait jusqu’à présent les plus 
grandes difficultés. 

Au reste, les intégrales relatives à des angles dont les valeurs ex¬ 
trêmes diffèrent entre elles d’une circonférence entière ne, se ren- 

(^) Les condiLions dont il s’agit sont que les modules de toutes les racines difTèreat de 
runité; que, parmi les modules supérieurs à l’imité, le plus petit surpasse /a; enfin f[uc 
le double de celui-ci soit inférieur à chacun des suivants diminué de runité. 
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i iititrciit [tas M‘uli‘iin*ul lians les proltlî’iiK's d’A-'^lronoiuic^ loais aussi 
liaii'. 11111“ iiHiltiludi' (Taulrcs, par ('xi'mpli', dans la tlu'urie dus Irans- 
n udaiilrs l■!liptil|U(‘'> rt dans lus questions du Physiqui' luatliéiuatiijuu. 
Mu.^ luMiM-llus idrmulus pourront donc ùtri' utiles dans lus questions 
du uu >,'unru: eu (|lie j’expliquerai plus un détail dans un autre' Article. 


liü. 

i*n\'.lott MUfii MMlun.. Ao/f sur hi st(rf<irr drs ondes lumineuses 
iluns les enslttu.v à ileu.e u.ers o/i/it/ues. 

r. U., I \iiî, I» » î«11 «) ,uiùi I '-î î 1 1. 

Mil partant dus formules que j’ai données dans la séanci' du 2(1 juillet, 
ut i-ii avant recours il un artilli-e dei-ali-ul que j’ai indiijué dans les jiré- 
liminaires des applications du (’.alcul infmitésiuial à la («éoiuétrie, on 
passe tri“s fai'ileiiH'nt «le lAupiation «juc Fresnel a olitenue. pour ri'pré- 
senter, dans les cristaux à «leux ax«‘s «qitiepies, la surface des ondi's 
luinineusi's, à ré<juafion caractérisli«|U(“ corrcspondanl.e, «‘t, récipro¬ 
quement. Je joins ici ce calcul. «|iii peut intén'ssi'c à la fois les plivsi- 
uieas et l«‘> fiéonn'“lres. 

SoiiN certaine** «•onditions <jui' j’ai données dans un Mémoire pré¬ 
sente il l’Académie le ao mai iH m). l't «|ui paraiss«>nt ri'Uiplies lorsipn' 
l’eilier se pr«q>apc dans un cristal ii deux axt's «qiliijues, la deterniina- 
lioti des mouvf'im’nts inliniment petits des imdécules el,li('r(“(“s se 
ramene à rintep:ration «l’iim' éiiuation caractéristiipu' ((ui, lorsqu’on 
neiilipe la disp«'rsion. s<‘ réduit sensildenu'Ul ii la suivante 

Il/rn [ili e)I»’ ■ te ail»? ! (a ^ li ) I»; | l)?rrt 

ilirli; . ea It'i • al» t>;'i ( If; 1 If; i l>?)^ ■>. 

ir, (lesi^nant la fonction [irin«‘ipale, -e, v, r- trois coordonnei's rec.tan- 
“tilaires, / le t«*mps. <*t a, h, c d«'s constantes [»ositiv(fs. Donc alors la 
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surface caractéristique est représentée par l’équation 

t^ — [(b H- c)X"-h (c “H a)H- (a -h b) z“ j 
-h [hcx- H- cay- -+- abz-] (x- -h y- h- z-) = o, 


ou, ce qui revient au même, par la suivante 


(0 




O, 


X, y, Z désignant les coordonnées rectangulaires d’un point do cette, 
surface, et le rayon vectciir-c, mené de l’origine au point (x, y, z), étant 
lui-même déterminé par la formule 

t2 = x--i-y--i-zL 

Désignons maintenant par S le premier membre de l’équation (j). 
Pour passer du point (x, y, z) de la surface caractéristique au point 
correspondant (ir, r, ,s) de la surface des ondes lumineuses, il suffira 
(yofrla page 267) d’éliminer x, y, z entre les formules 

( 2 ) jsx-h/y H-,;z-H O 

et 

~D^~i)7s' 

b y- cz- 

lill W = -;-1- '-l - J-, 

la formule ( 3 ) deviendra 


D^s 


Or, si l’on pose, pour abréger. 


O. X." 


( 5 ) 


,r 


X 0-^ 




y ( 0 




Z 0-h 


tr — Ct'" 


Si, dans cette dernière, on combine par voie d’addition les termes cor¬ 
respondants des trois rapports, apres avoir multiplié respectivement 
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ces termes par les facteurs 

ax by cz 

C-— -à^-’ t-—bv-’ 


alors, en ayant égard à l’équation (i) présentée sous la forme 

ax^ b y- cz- _ 

t- —ai-^ t- —bv- —• Ct^- 


on obtiendra un nouveau rapport dont le dénominateur sera nul; et 
comme ce nouveau rapport devra être équivalent aux trois premiers, 
son numérateur devra encore s’évanouir. On trouvera ainsi 


CO 


a.z’x hvy csz 

- _1-:±_îl— _i-— O • 


ou, ce qui revient au même, 


( 7 ) 


■gx yy , zz 

— at.- t "'-— bi.- t -— ci- 


Si, en revenant à la formule ( 5 ), on y combine, par voie d’addition, 
les termes des trois rapports qu’elle contient, après avoir respective¬ 
ment multiplié ces termes : i" par les facteurs 


X, y, z; 

2'' par les facteurs 

y, 

alors, en nommant rie rayon vecteur mené de l’origine au point (.r, y, z), 
ou, ce qui revient au même, en posant, pour abréger, 

et ayant égard aux équations (i), (2), (7), on trouvera 

t- _ r- 
%ÿ-— i-h0r-’ 

par conséquent 
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Enüii, si l’on substitue la valeur précédente de 0 dans la formule ( 5 ), 
celte formule deviendra 

æ _r 

H-a? _ _ 

' 9 ) X y Z 

t- — 

Ur il résulte évidemment de cette dernière que, sans altérer l’équa¬ 
tion (6), on peut y remplacer les trois quantités 

X y_ Z 

t- — a c- ’ f-—ct- 

par les trois autres quantités 

X y Z 

r- — ai-’ r- — b i- ’ r- — c ’ 


qui sont respectivement proportionnelles aux trois premières. En opé¬ 
rant ainsi, l’on verra l’équation (6) se réduire à la formule 

^ üx- h y- cz^ 

[ ÏO) —--; H ^ - Z —H 5--: — O. 


Cette dernière est précisément l’équation de la surface des ondes 
obtenue par Fresnel, et présentée sous la forme la plus simple. Elle 
pourrait encore s’écrire comme il suit : 


oO 


.r- r 


— diù^ r'^ — j) r- — et- 


Ajoutons que, si l’on posait 


a, 




l’équation (lo) deviendrait 


( ï 2) 


t-~~ar^- t-- 


7 “ 


Donc, la surface caractéristique étant représentée par l’équation (i), il 
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sudii.i, pour obtenir la surface dos ondes, de remplacer dans cette 
é<|nalion (i) les nombres 

a, 1), c 

par les nombres inverses 



Hé<-ipro(jU(;ment, la surface des ondes étant celle que représente l’é- 
(inalion (ivi), la surface carac.téristiquc sera nécessairement celle que 
re|)résente la formule (i); et par suite, si, en admettant pour surfaci' 
des ondes lumineuses cailb; ([ue Fresnel a donnée, on cherche l’équation 
caract(‘risti(jU(‘, |)ropre à r(‘,présent(U‘ les lois des vibrations de l’éther 
dans les cristaux à deux ax(is optiques, on trouvera que cette équation 
carac|eristi([ue est précisément celle de laquelle nous sommes partis, 
c’csl-ii-(lire (m’edb* est d(i la forme 

D'tît - [( 1 ) -i- c) DJ -H (c, -i- a) DJ - h (a H- b) D|] D| sr 

I- ( hc, DJ -H c.a DJ + al) D| ) ( DJ h- ])j. -h DJ )ct = o. 


UL 

(l.vi.om, iNTÉcn.vi,. — AV)/c s//r l'inLégrale défuiie double qui serL 
à l'in/égra/iori d’uue èqualioa caracléristique homogène. 

(î. H., 1. Xlll, |). 3 G'') (iG août 1841). 

l/autcnir aniioîici' uno réduction nouvelle de Tintégrale double à 
l’aide do laqtndle il est parvenu à représenter la fonction principale cr 
corrfîspondante à une é([nation caractéristique homogène de l’ordre n, 
dans le cas où la valeur initiale de dépend seulement en chaque 

point do la distance /'à un centre fixe. Il se propose de développer dans 
un [(i-ochain Article cette réduction nouvelle, et les conséquences 
nunaiajuabbis ((ui s’en déduisent. 
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Calccl intégual. — Sur la réduclion nouvelle de la fonction principale 
qui vérifie une équation caractéristique homogène, et sur les conséquences 
qu entraîne cette réduction. 

C. R-, t. XIII, p. 397 (a3 août i84i)- 

Dans le dernier Compte rendu, j’ai annoncé une réduclion nouvelle 
de la fonction principale qui vérifie une équation caractéristique homo¬ 
gène d’un ordre donné n. Pour obtenir cette réduction, et la déduire 
de l’intégrale double à l’aide de laquelle j’ai précédemment représenté 
cette fonction, il suffit do supposer infiniment petit le rayon s de la 
sphère dans laquelle se trouve renfermé l’état initial, et en dehors de 
laquelle s’évanouit la valeur initiale de la dérivée de la fonction prin¬ 
cipale de l’ordre n — Si l’on nomme surface des ondes celle que j’ai 
désignée sous ce nom en t83o, il suffira de promener sur cette surface 
le centre d’une sphère dont le rayon serait £, pour que cette sphère 
engendre une onde qui aura partout la même épaisseur égale au dia¬ 
mètre de la sphère. Or, de la réduction que j’ai obtenue, il résulte 
que la dérivée de la fonction principale de l’ordre n—x se réduit, 
pour les points situés dans l’intérieur de cette onde, à une quantité 
infiniment petite, et, pour les points situés hors de cette mémo onde, 
à une quantité infiniment petite d’un ordre plus élevé. Mais, cette der¬ 
nière pouvant toujours être négligée par rapport à une quantité infini¬ 
ment petite d’ordre moindre, on doit eu conclure que la dérivée de 
l’ordre n —• i de la fonction principale s’évanouit toujours hors de 
l’onde dont nous avons parlé, quelle que soit sa forme, et même entre 
les diverses nappes de cette onde; par conséquent elle s’évanouit, dans 
l’hypothèse admise, pour tous les points qui ne sont pas infiniment 
rapprochés de la surface des ondes, telle que je l’ai définie dans le 
Bulletin de M. de Férussac du mois d’avril i83o. 

La fonction principale étant déterminée comme je viens de le dire. 
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2H9 

11* f;is iiii \v rayon c osî intininnnil [H^tiî, pour r!(‘ndr(‘ (Iél(‘r~ 
îoiiîafotit i‘t nmrhisîons pîaM'ôdcnninriU ()l)((‘nurs an (‘as où l’i'ùal 
initial OHÎ i|!ndi’inii[n(\ il snltit (!«» naanirir aux Idnnuh's ( 1 (‘ (ransldr- 
îiiaînoi ([tir j’ai dunuta^s dans uïh* d(‘s jaH'Maafinih'S S(aiU(‘t‘S. 

la* (m‘i <a*.s divio’s n^sulîaîs scn’onî (^Xjiosc'^s <‘n d('‘lail d(‘vanl 

rît’i* |iiildit^ ntl (*îiti«n’ dans l(‘S K.rr/v’/or.v (iW/iafysi* rt dt* Idiysùjiu* nutlfn'-' 
îHiiiiijUi', jr nn^ rouf«‘UÎtO’ai d’indi<jU(‘r i(‘i hrirvtniHUit 1<‘S f‘onnul(‘S aux- 
ijîîtdlrs ji» par\îrîis (‘t I(‘s flirorriiH*s qui sùoi drdniscnil. 


\\ U.\SE, 

riinnlHi' ihiuîk riif rnuN 

^ I*\ ilu'itfrtnt' ti* r/ ilr fîrtnilviri(\ 

i\ \ . 

liiiîs i riH-tîiiiKtilairtN, lires aux (rois eoonlounées (Ktlain‘s 

/'- '/. '• 

jiar les ejjuatioiis eojinues 

/ îtr, } i/a a u’/a 

dans lr-*i]iudlrs <Hi a 

Il // rus^a ‘ sin/M'os^, o* sin//sîïo/. 

Soiriiî dr |dus 

s I j\ y, Z I 

ïîiir rrrtaiiH* loîH‘tioii i\ys (*oordouiHM‘s miuufçülairixs a*, (d al la 

rariiir dr rrtjtiatioii 

La Idriiiîîlr 


ri‘jO'r*'riift*ra uur r(*rtaiü(* snrtaco' (’oiu 

f / f s ir i\ s, U î. \ ï. , 


l)e L.MN; ('( si, les valeurs des 

. 1 - 
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coordonnées polaires p, q sont précisément celles qui déterminent la 
direction de la normale menée à la surface courbe LMN par le point 


(.r, Y,z), on aura 


(4) 


Da:i> DyS 


iV 

Dis 


I 

âï’ 


Enfin, si l’on nomme x, y, z les coordonnées courantes du plan tan¬ 
gent mené à la surface courbe par le point {x, y, s), l’équation de ce 
plan sera 

(5) u(\ — x)-h i’(y —y)-h (t'(z — j) = o, 
et pourra être présentée sous la forme 

(6) iix H-fy H-(-vz = 0, 

0 désignant une fonction déterminée des angles p, q, savoir, celle à 
laquelle on parvient quand on élimine x, y, z de l’expression 

ux + vy H- 

à l’aide des formules (3) et (4). Ajoutons que, pour retrouver l’équa¬ 
tion (3), il suffira d’éliminer p, q entre l’équation 


(7) 


iix vy -f- wx 


et les dérivées de cette dernière différentiée successivement par rapport 
à jo et par rapport à y. Cela posé, on établira sans peine, soit à Taide 
de l’Analyse seule, soit à l’aide de la Géométrie et de l’Analyse combi¬ 
nées ensemble, les propositions suivantes : 

Théorème L — Si le point [x,y,z) est situé, non plus sur la sur¬ 
face LMN représentée par V équation (3), mais à une tiés petite distance de 
cette surface, S cessera de s émnouir; et, si Von nomme p la distance dont 
il s agit, on aura sensiblement 

( 8 ) 


la vedeur de cR. étant tirée de la formule [ 2 ). 
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Théorème IL — Si, le point {x,y,z.) étant situé sur la surface \Æs, 
le plan tangent mené à cette surface ne la traverse pas, l’aire de la section 
faite dans la surf ace par un plan parallèle mené à la distance p du premier 
sera sensiblement proportionnelle à cette distance quand celle-ci deviendra 
très petite. Alors, en effet, cette même aire sera sensiblement égale au pro¬ 
duit 

0p, 

H désignant l'aire de l’ellipse dont les coordonnées courantes 

X, y, Z 

rérifieront le système des deux équations 

! -l-y^I)|S -1-7^ H- ayzDyDjÉ + 2zxD::Da:'ï> -t- axyDxD^.S a A. 

(9) 

( xDa;S -t-yDy^S + =0. 

On peut observer que l’ellipse dont il s’agit ici est précisément celle 
qui a été nommée indicatrice par M. Charles Dupin, et que, des équa- 
(ions ( 9 ), la première représente la surface d’un ellipsoïde, la seconde 
un plan diamétral de ce même ellipsoïde. 

Observons encore que la valeur de 0, telle qu’elle se trouve définie 
dans le théorème précédent, se réduit à une fonction de x, y, z qui 
(‘St complètement déterminée quand la fonction ^'{x, y, z) est connue. 
On pourra donc calculer la fonction de x, y, z représentée par 0, non 
seulement pour un point situé sur la surface LMN, mais encore pour 
un point situé hors de cette surface. 

Théorème III. — Si le point [x, y, z) est situé hors de la surface VSÏ^, 
mais à une très petite distance p de cette surface, et de manière à pouvoir 
devenir le sommet d’un cône à base finie circonscrit à la surface LMN, la 
courbe de contact de cette surface et de la surface conique sera générale¬ 
ment très peu différente d’une ellipse, et l’aire de cette ellipse sera sensdde- 
ment égale au produit 

0p. 

Théorème IV. — Si l’on promène sur la surface LMN le centre d’une 
sphère dont le rayon soit s, l’espace traversé par cette sphère sera limite 
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paj' deux emeloppeSy Vune intérieure, Vautre extérieure, et la normale 
menée par un point quelconque à la surface LMN sera en même temps nor¬ 
male aux deux emeloppes, quelle traversera en deux points dont la dis¬ 
tance sera le diamètre ^s de ta sphère génératrice, Lespace dont il s agit 
sera donc une espèce d'onde qui offrira partout la même épaisseur. Ajou¬ 
tons que, pour obtenir Venveloppe extérieure ou intérieure de cette onde, il 
suffira de promener dans Vespace le plan représenté, non plus par Véqua¬ 
tion (7), mais par la suivante 

(10) + rj H-db 

c est-ci-dire, d'éliminer les angles p, q entre cette équation et ses deux dé¬ 
rivées relatives à ces angles. L'équation (10) elle-même sera celle d'un plan 
tangent à l'enveloppe extérieure ou intérieure de Vonde, et séparé, par la 
distance s, du plan parallèle et tangent à la surface LMN. 

Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans les théorèmes III 
et IV, et la distance s étant très petite, ainsi que p, si le point {oc, y, z) 
devient le sommet d'un cône à hase finie, circonscrit, non plus à la sur¬ 
face LMN, ïnais à l'enveloppe extérieure de l'onde, dont l'épaisseur est 2,y, 
l'aire de contact de cette enveloppe et de la surface conique se réduira 
sensiblement à une ellipse, et l'aire de cette ellipse ser'a sensiblement égale 
au produit 

0(p~-y), 

P désignant toujours la distance du point {x, y, fi ci la surface L^MN. 

§ IL — Théorèmes de Calcul intégral. 

Considérons l’intégrale définie 

(0 f i{æ,l)dæ, 

dans laquelle 

C) X 


désignent deux valeurs réelles de la variable x, et ï{x, t) une fonction 
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fcclli' (li‘s lieux vuriahlfs.r, l liéi's (Mitre elles pur une certaine é([UiUion 

rararf (*risti(}U<‘ 

I . , 0 " O. 

Stûriiî trailltMirs 

T, î 


h*N\ali*tîr> }iartH'ulii'ri^s (lc‘ la variable" / (‘orn^spoiidanlcs aux valeurs 

jnirtirulièrrs 

lie la variulile .r; et supposons, pour üxer les idties, ([ue dans l’inti''- 
• >i-ali- I la seeoiidi' limite sur|»asse la priMiiiÎM-e, (Ml sorte ([u’oii ait 


.Si, taudis (jU(' .r varie et iM'oit (Mi passant. d(' la limite i; a la limite x, la 
variable / est toujours eroissauti' ou toujours décroissante, e.liaeuiie des 

defivees 

l).r< 

sera toujours positive dans le premier cas, toujours mit^uitive dans le 
second, entre les limites des iuU'grations, et l’on aura 


i i n f 0 

un, rr qui rc'virat au auunc, 

/■ rt-.O'/- j 


I i ? 


U, „u eouelut de e.‘tte dernière formule : i" lors(iu’on a />t, et, 
uar suite, 1 >, / !> <’, 

-'r(.e,0 


-.i viîiu’,'-'"' 

lorsuü’ou a et, par suite, 


j ri .i-,/|i/.e I 
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Si l’on nomme a la plus petite et b la plus grande des deux valeurs 
extrêmes c, t de la nouvelle variable t, on aura dans les deux cas 




t) 

\/(TW 


dt. 


Un peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème L — Soient x, t deux variables réelles liées entre elles par 
une certaine équation caractéristique, î[x,t) une fonction reelle de ces 
mêmes variables, et 


deux valeurs particulières 
sorte qu on ait 


de X, dont la seconde surpasse la première, 
x>^-. 


en 


Supposons d’ailleurs que la variable t, considérée comme fonction de x, 
soit toujours croissante ou toujours décroissante, tandis que l’on fait 
croître x entre les limites 

œziz'E, ^ — X. 


Enfn nommons a la plus petite et b la plus grande des valeurs extrêmes 
de la variable t, correspondantes aux valeurs extrêmes ^ et x de la va¬ 
riable œ, de sorte qu on ait encore 


Oh trouvera 

(5) 


b > a. 




Kx,t) 

\/(ÎW 


dt. 


Corollaire. - Si la fonction î{x,t) était du nombre de celles que 
l’on rencontre souvent dans les questions de Physique mathématique, 
et s évanouissait toujours, pour des valeurs de t situées hors de cer- 
taines limites 

tz=za, ^zizg>a, 


alors, en vertu de 1 équation (5), on aurait premièrement 
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29 O 


% (‘t K (*tai<'ü( sitiH's hors (h's liiuih's l)\ sccondcnicnt 

r". 

'a 

si y. s(*ul rtail roiupris (‘ütia* h^s limitc's a., (,roisiènicmcn(. 




Ni i seul était euïupris eutia^ l(*s liniitc^s r/, />; (iiitin, ((iiatrièmoinent, 

/“'(•(r.O"'-'- 

si 7, '< ctaionl tous doux <-oiU|)ris (‘n(r<' h's liinili^s a (h, b. 

Jusqu’iri iKtiis avons supposé (pu* la variahh^ /, (■oiisidéréo eoinnu' 
roui’ttoii di‘ .f, on vorln do l’ô(|na(ion o.ai'aol.(M‘isli(|n(s était (onjonrs 
ciaiissanto ou (oiijoiirs déoroissaiih', tandis ([iio; la variable .r croissait 
on passant do la liinifi‘ H à la limite.r. (Considérons maintenant le cas 
oiicottc'oomütion nt' siu'ait pas remplii', et où, en passant do la limite ^ 
il la limite x, la variable .r ueiitierrait sue.e.cssivement diverses valeurs 


« 11 Z >} J • :i» » . . , C,i 

oorrospondantes à des vabmrs maxima ou miniina 


s 11 -’jt -.il • • • » 

do la variable /. Alors obacuiu* dos l'oiK'tinns dérivéï'S 

oonsorsorait le mémo signe, tandis (|iu'! .a-varierait entre deux limiti's 
représon téos par doux fi'rnn'S l'onsécuti(s de la suite 

J 0-1 -:ii . • - ^ Z fl y \ ; 

et, apri's avoir décomposé l’intégrale (i) en plusieurs parties a laide 
de la formule 

I iir,/),rr I Ur,t)</r]-j ({.r, l) . . . h ({.r, l) d.r, 


I 
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on pourrait appliquer à chacune de ces parties le théorème ï. On se 

trouvera ainsi conduit a cet autre théorème. 

Théorème II. — Soient x, t deux variables réelles liées entre elles par 
une certaine équation caractéristique, ({x, t) une fonction réelle de ces 
mêmes variables, et 

X 


deux valeurs particulières de x 
sorte qu’on ait 


dont la seconde surpasse la première, 

X > t. 


en 


Soient d’ailleurs, entre les limites i et 

^1 ? • • • ï 

les valeurs successives de x pour lesquelles l, considérée comme fonction 
de X, devient un maximum ou un minimum; enfin soient 


“Tl , T2 J • ' • J 

les valeurs correspondantes de y, propres à représenter des maxirna ou 
minima de la variable t. Si l’on nomme 


a, b 


deux termes consécutifs de la suite 


(lO 




a étant le plus petit de ces deux termes, et b le plus grand, on aura 


(12) 




0 


cil. 


le signe E indiquant une somme d’intégrales correspondantes aux divers 
systèmes de valeurs de a et de b. 

Corollaire I. — Supposons, par exemple, que, n étant égal à a, la 
variable t, considérée comme fonction de x, devienne un maximum 
pour a; = ^,, et un minimum pour a; = ia! alors la formule ( 12 ) doniu'ra 



dx z=z 


r"’ (jx, t) 


dt 





(It, 
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•ii»T 

i oinlhtttv II. Si la lonclioK f'i.r,/) ('Sail du uoiiilua' do oollos 
ijiir l'.iH r.Mii'oiUro souvonl dans h's ([lu'-slions d(' Pliysiquo iiialliôiiia- 

îit|iii\ 4*1 H aiiuuissait Ihh’s de c‘(‘rtaiïH‘s lianles 


i y. i i. y, 

altiis, daiiN Ir '><‘ruud iiiouilu'o dt‘ la Idriiiulo ; i a ), cluKiuo iillôf'i'ah'do la 

Ifiï tlir 

, i' V 

i I J\ / 1 

ilt 


|i4iîiiiail vlrv ri*îïi[da4*«‘e par/.éru, l<u’S(|ne a. 6 Si'raiiaH situés lioi's des 
liiiiîfesii, i>; |i,ir une inlegralt* di* la Idniu^ 

/ lit <m / <//, 


Ht 1 M‘iîî iiii 4 ^tntl était retiferiiîé les 


^4 s^ilKrn^ 


r//, 


liiuiti^s (U 4; 


(adiii par Tin- 


ÿ fl 4r|aifait riaifennés tous dcnix eïitia^ <‘{‘s liînil(\s. 

t iifiîiiiiiff Ui, la‘s lüèiïH^s (dieses étant pnsé(‘s (|u<‘ dans le (hén- 
iriii»* II. M le facienr sNnaïKMiit pnnr nuc‘ vahnir (|iude.(m(|n(* 

lie /, îfiiîmiHH» fntlia* la plus petite et la pins j^randi* d(‘s (|nantilés 

T , r 1 . 7 <1 * ...» r , î , 

nu atira 

, ^ 

I \ j î I f\ f I (// if. 


I nffiiiiiiir il , Les înéîues (dioses étant pusé(‘s (|ne dans 1<‘ thén- 
iriiie IL fa tcHietiuu f .r, / s'évatioüit lu)rs d(‘s linuti's 

l y, l b X, 

fl M 11 '^. sent renfermées entre diuix ternuss (amsécaitifs quel- 

M# • i I »lr < . S. î, î. l. 
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conques de la suite 


> ”^2» ' • * > “/n U 


OU aura 
(i4) 




Il est imposant d’observer que, dans les diverses intégrales définies 
dont la somme composera le second membre de l’équation précédente, 
la fonction sous le signe /prendra généralement diverses formes, eu 
égard aux diverses valeurs de la variable æ, considérée comme fonction 
de la variable t. 


DEUXlfe-ME PARTIE. — DÉTERMINATION DE LA FONCTION PRINCIPALE CORRESPONDANTE 
A UNE CARACTÉRISTIQUE HO.MOGÈNE. 

§ 1“''. — Considérations générales. 

Prenons pour variables indépendantes trois coordonnées rectangu¬ 
laires x, Y, - et le temps t. Soit d’ailleurs 

-, O 

une fonction de ces variables indépendantes, entière, homogène, du 
degré n et dans laquelle le coefficient de z" se réduise à l’unité. Enfin, 
soient 

/* ~ -I- y~ -1- .3” 

la distance du point {x,y,z)h l’origine des coordonnées, et nr une 
fonction principale assujettie : i“ à vérifier, quel que soitz, l’éqnation 
caractéristique homogène 

(i) F(Dj;, Dj-, D;, Di)ro = o; 

2 ° à vérifier, pour z = o, les conditions 

( 3 ) ra— . 0 , D(ID = 0 , ..., Df-^TS— 0 , D?“‘ct=: 1 I(/'). 

On pourra d’ailleurs supposer que II(z-) représente une fonction paire 
de r, en sorte que l’on ait 


(3) 
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.)( 


vl alors oïl trouvtM*a, (‘ooniir nous l'avons îuonfrrdans unr prrcrdtuii 
séaiiro. 


f I ^ 


ÎTî 



^ S ^>nîïK 

{ F ( iiy i\ ) 


r.if) . , , 


Io> valouï’s do //, O, o\ ^ofau( 

^ * // cos/^, r NÎîi/M‘o<#y, iv sîn/»siio/, 

^ » ç if J- ‘ i\)' i ir 


D‘autr{‘ part, taHiiiin* (Ui a jijrnrralrîiHUît 


I/V'UIm V \j\ ..0 1 


il COI rt‘Nulto <nFii \;\ Inruiulo | ou jauiri’a coioon* Mih>îiliuo’ la su 
\auî«‘ 


i - i 


r,i 


i>; 


/■■■/ 

il ♦ n 


» ‘H 


4 . 


’ i '.t/} îî f i 

IFm/, i .n, 


hÏU/^ ii(/ (i/> 


SujtjHisiiiis uuiiiitt'iuiiit iiiit‘ Fi.r, V, 3 ,/j soif, (‘(hhhh* il iirrivc oi'd 
iiiui'fmriif ihius les in'dhli'iîH's dt* une (niictiuti paire de 

e’e>(-à-«lire une foneüoii eiiliÎTe de Ou aura 


F t Ht r, U , I l’‘i if, lO U', .it I. 
Par rousiojuiOit, la fdrnuilo 7 donuto’a 


11 ; 
i •' 


I f 


r 

c 


I % « /1 i 11 

{ F| //. t . oa I,, 


ftifl 


Mil /f f//* 


Alors aussi rôcjtialtoîi 

M t * F t /O O» fî, .,0 


ro’.olîio par rapporl h an foiiruira drs rariuc^s ôgairs doux a dcoix au si^i 
proH, fiiais allooîôos do sif^uos c’onîrairc^s ; ot, coi supposaul loulos 0 
raidiif^s roollt»s, ou romuîiailra aisôiiuoiï cpicn dans le* sojouid uooul» 
di* fa iurîiiii!«* H . la parfio coirn*spoudaulc‘ aux racdut*s posilivos i 
rto[iialioîi [I Ut* difloî’o pas do la partie* <a»rro^potidaufc‘ aux racdu 
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iiéo-atives. On pourra donc supposer le signe relatif aux seules racines 
positives, pourvu que l’on double le résultat ainsi obtenu. Donc, si l’on 
pose, pour abréger, 

/ J CO ) — ï' ( Il y r, IV', 0) ) 


of 


(U) 


ç — 0) t — s ^ 


la formule (8) donnera 


(13 


TT7 


"'i-rc 2jX X 


sin/> clq dp., 


le signe y, indiquant une somme de termes semblables et correspon¬ 
dants aux diverses racines positives de l’équation (9). Donc si, en 
prenant pour w l’une de ces ràcines, on nomme Q la fonction de l’angle q 
déterminée par l’équation 


(i3) 


O 


- [ 


r, ipy c»)) 


sin P dp. 


on aura simplement 
(i4) 


CT: 




Q 


Lorsque dans la formule (i i) on substitue la valeur de ç tirée de l’é¬ 
quation (G), on obtient la suivante 

(i-ô) u.vvyivz—lût + s, 

qui représente, quand on y considère x, y, z comme variables, un plan 
perpendiculaire à la droite dont la direction est déterminée par les 
angles polaires p, q. Si, en attribuant au paramètre .v une valeur (;on- 
stante, on attribue successivement aux angles p, q des valeurs diverses, 
le plan dont il s’agit prendra successivement diverses positions dans 
l’espace, de manière à toucher constamment une certaine surface LMN. 
Pour obtenir l’équation de cette même surface, que nous représente¬ 
rons par 

( 16 ) <,.ç) = 0 , 
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il suiiira d’i'limiiH'r ,v ('ulia' l’cMpiation (i ">) (d ses dérivées ndatives aii\ 
angles/;, (yT, donl //, e, te, to sont d(*s fonelions t'ii verlu d(‘s foniiiih's '> ) 
et ()). Ddiie, en eonsidérant .v eoiuiiK' un<‘ Idnelinn de/>, y, délerniinét* 
par la lorninh* i ')), il suffira d’éliminer</ (nifre eel((' formule et les 
deux suivantes ; 

Si, .vrtauf îvclîîil a zéro, l’oïi écrit [HUir ahréj^(‘r .11 .r, > » z,i)nu lien <le 
I .r, r, r-,/, u\ ré<|ua(inn tl)%nSlnitcà la lornn^ 

» I s i'f î\y, f) O, 

sera relie* th* la surfact» (|(n* nous avons ap|n‘lre‘ siirlaca* (l(‘s ondes, ol 
i{ni esf conslaîoinen! tonclîêe par le jdari don! Téquation est 

î I IM f r^r ' «rf. 

ISailleniN nÎ, dans la fornuile ili , on atfï'ihne snr<‘essiv<‘nH*nl a .v eieoix 
\aleurs égales an signe jUTS» mais afléciées de signes <*on(raîres, par 
evemple, v î, et i, les iienx étjtîalions ainsi oh((»iines, savoir, 

représeiilm’oni les den\ enveloppes intéî’ienia* c*( e\léri(*nre d’inie enidt* 
<jui oflVirail l'épaissetir (‘oîistante '.u, et epii se*rai( eng(‘ndré<‘ par nin* 
sphère dhin ra\on égal à z, le (‘entre de* la spfi!*r(* étant assnj(*tli a par¬ 
courir la surlai’e des ond(*s r(*prés(’ïité(* par la len^ninh* ( iH s ()l>servons 
encoïa* : ï** qut* l(‘s éejuations ( r 7 ^ rénnie*s représc*ntc*rcnit une* droite 
nmanale ii la siirfaeu* des ondes ainsi epraiïx (*nv(*l(q)p(*s <*\léri(‘iir(‘ (‘t 
intérieure ih* ronde dont nous vmions d(* parler; ejne* la pr(*înii*re 
d(*s éijuatîoiis î T' , réunii* a réijuatiou (i Vé r(*prés(*nt(*îai uiu* di’oite 
tau} 4 t*nl(*a la surfaee L>fN vt parallèle an plan d(‘S,V 5 ; la s(‘etmd«‘ 

des eîjualions 17 , réunie it réc|iiation (07 n*présen!(*ra unt* droil(‘ 
tangeîile â la surfaee LMN et en même tmnps eomprisc* dans \v plan 
normal perpemlienlaire an plan des^>*r. 

\ Faide des rmiianjUes qm* nous \(*nons de fain*, «‘t des tlu'oiTnH*'^ 
efaldisdaiis la premii‘ri‘ Farlii* d(* ee Mémoin», on par\i(*ndra aisément 
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à la valeur de l’intégrale double 

<’'> J. i 

comprise dans le second membre de la formule (12), par conséquent à 
la valeur de la fonction principales, et aux lois des mouvements repré¬ 
sentés par une équation caractéristique homogène, si la valeur initiale 
de s’évanouit au dehors de la sphère qui a pour centre l’origine 

et pour rayon une longueur infiniment petite s; c’est-à-dire, en d’autres 
termes, si la fonction paire de s représentée par II (s) s’évanouit hors 
des limites 

S — — £, .? = £. 

Ainsi, par exemple, en considérant e comme une quantité infiniment 
petite du premier ordre, et supposant d’abord le point {cc,y, z-) situé, 
au bout du temps t, hors de l’onde comprise entre les surfaces repré¬ 
sentées par les équations (20), on reconnaîtra que la valeur de Q, dé¬ 
terminée par la formule (i 3 ), se réduit généralement à une quantité 
infiniment petite du troisième ordre. On devra seulement excepter le 
cas où l’angle q acquerra une valeur telle que la première des équa¬ 
tions (i 7) soit sensiblement vérifiée, c’est-à-dire, une A'aleur telle qu’une 
tangente menée à la surface des ondes, parallèlement au plan des 
et par le point [x, y, z), vienne toucher cette surface en un point où la 
direction de la normale corresponde sensiblement à cette même valeur 
de q. On en conclura que, dans l’hypothèse admise, et quand le point 
(x,y,z) sera situé hors de l’onde infiniment mince, comprise entre 
les surfaces représentées par l’équation (20), l’intégrale 

/ Q d!qi 

et par suite la partie de la fonction principale ® correspondante à cette 
intégrale, ou, ce qui revient au même, à l’intégrale (21), se réduiront 
simplement à zéro, ou du moins à des quantités infiniment petites du 
troisième ordre. D’ailleurs il est aisé de s’assurer qu’il n’en sera plus 
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ainsi quand le point (æ,y,s] sera compris entre les surfaces représen¬ 
tées par les équations (20), et qu’alors l’intégrale (21) deviendra seu¬ 
lement, avec le carré de s, une quantité infiniment petite du deuxième 
ordre. On se trouvera donc ramené par les considérations précédentes 
aux conclusions énoncées dans le préambule du présent Mémoire. 

Au reste, ces considérations seront développées dans les paragraphes 
suivants, qui renfermeront en outre la détermination de l’intégrale (21), 
et par suite la détermination de la fonction principale rtr, non seule¬ 
ment dans le cas où la valeur initiale de ne diffère de zéro que 

pour les points situés dans l’intérieur d’une sphère infiniment petite, 
mais encore dans le cas général où cette condition n’est pas remplie, 
et où la valeur initiale de D""'® se trouve représentée, entre certaines 
limites finies, par une fonction connue cï(.T, y, =) des trois coordon¬ 
nées œ, y, Z-. 


143 . 

(hvLCUL INTÉGRAL. — Sui' la réduction nouvelle de la fonction principale qui 
vérifie une équation caractéristique homogène, et sur les conséquences 
qu entraîne cette réduction. 

G. It., T. XIII, p. 455, 3 o août 1841. 

DEUXIÈME PARTIE. — DÉTER.IIINATTON DE LA KONfiTIO.X PRl.NCIPALE CORRESPONDANTE 
A UNE ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE HOMOGÈNE. 

§ II. — Sections infiniment petites faites dans la surface des ondes 
et dans la surface caractéristique par les plans correspondants. 

Les mêmes choses étant posées que dans le § P*', considérons, au 
bout du temps t, deux points correspondants 

G, I) 

situés, le premier, sur la surface caractéristique, le second, sur la sur¬ 
face des ondes; et soient 


'i, y, 


Z 
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les coordonnées rectangulaires du premier point, 

X, y, Z 

celles du second. Non seulement ces coordonnées vérifieront respecti¬ 
vement les équations des deux surfaces, savoir 

(0 F(x, y, Z, 0=0, 

( 2 ) g{j;,y,z,t)=T.o; 

mais, de plus, si l’on pose, pour abréger, 

S = F(x, y, Z, 0, ^ ^ {■r, y, z, t), 

■on aura encore (twrla page 267) 


0) 

X.2'‘ —T" 

y/ + z3-i- r: = o 


(4) 

X 

y - 

Dis 

“ JDyS 

t:') 

X 

y 

i)^ 

DyS ~~ ÏM ‘ 


Si d’ailleurs, comme il arrive ordinairement dans tes problèmes de 
Mécanique, Y{x,y, z, t) est une fonction entière de t-, on aura 

F(x, y, z,0=F(x,y,z, —0 = F(— X, —y, — z, 0 = F(— x, —y, — z, — 0 , 

et, par suite, 

z,t)=^{x,y, z, — t) = ^(— x, — y, — S (— .z’, —V, — -, — t). 

Donc alors toute droite menée par l’origine 0 des-coordonnées sera un 
diamètre de la surface caractéristique et de la surface des ondes, et 
ces deux surfaces auront pour centre commun l’origine elle-même. 
Soient maintenant 

(6) r = v''x^-f-y-H-zO = 

les deux rayons vecteurs OC, OD menés de l’origine aux points corres- 
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puiiil.mis il, l) ; 0 ran< 4 ;lt‘ compris cu(r(‘ l(‘s rayons viMicurs. O 

aura 

* ” » \ : yp ; 7. V r coso, 

t’I tl{‘ l'tMjuaüon , ro(luif(‘ li 

. ^ t'/' a«>sO / \ 
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Muiaer lio'^ tifult'N a 1\‘\|réîui(é d’un corîain diaiuMiau (‘st Iranspoiir 
r,iiüre rxîrriuiîr do ro indnu^ diaînidia*, lus roordomnM'S 


r, î , 


rli.uqaU'oiü de ‘^U 4 iies, e’(*x|-alire que* 1 ou d(‘\ra r(*inpl;Ma‘r 

I , 1, . par # , U , 

ilr, apres ee elian»,:j‘{ne*nl do si‘ 4 tH*, cjui n alt(ua*ra point l(‘s lorinules 
I , ^ . !a lonnttlt* ‘ï se* froineu’a î*eiuplaoôt* par la suivante 


\.r ^ \ I î /*• 


et allers, etiiHino on se trouvt*ra eiuiduit, non plus ;i l’(*(iualion i; 

mais a (a*lle-ei 

I » i r e eos ^ , 


1rs jiuints r.irrrSj>.mil:iiils D ilc !:t surlace (Mraclrrisl'unic r( de 
-uitiu-i-des nti.lfs scniiit rvidfaiiiK'iil sidids de inaaü'rt' (jiK' 
riiiujii'is •'iitrr li"s l'nsniis (H,, Ol), SC l'C'diiisc il lili .iiii^lc < 11 ^ 

\muuiiiiiis il jirèxMit p. f/ les iui^ilcs [iidiiircs (|ui dclcrriiiiiciil lii dii'i 
(mu de iii imnuiilf meiide [liir le iiuiiil D ii lii suriaee des ondes, ce 
imniiale elaut j.roloii^ee dans au sens lel (lu’elle l'oniie avec le iindi 
;einenl du jiiuui \eelenr r un iui^le ai^ii ; el liiisons 


. 11 , H e<is/), r sin/M'i)- 7 , u 

l.eeosinus de l’ait^le iii^ii donl il s’aj^il sera 


Vin/t .silo/. 


n r ey 
/ 


.»n 


/ ■. . . f 


s î. t. \ {. 
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et, par suite, le trinôme 

iix ■+■ i’j' -4- ws 

sera une quantité positive. Si d’ailleurs on pose, pour abréger, 

R = [(D.S)^ + (DjS)^+ (D.Sy^f, 
cilrr [(D^S)^H- (Dy3)’-+ (D^3)-^]L 

U _ (’ _ (V'_^ I 

i)^ “ Tm S' 

et, de la formule (lo) combinée avec l’équation ( 5 ), on tirera 

U _ V _ _I 

(3n devra môme, dans la dernière formule, réduire le double signe au 
signe attendu que, les trois rapports 

If. (' (V 

x’ ÿ’ 7 

étant égaux, chacun d’eux sera encore égal à la fraction 

ux + r j -f- æs _+ r y ■+- tvz 

XX H- V )" -4- Z 3 r /• cos r) ’ 

dont les deux termes seront positifs. On aura donc 


(i 3 ) 

(O) 

on aura 
( 1 . 5 ) 


(i6) 

et, par suite. 


(* 7 ) 


if _ r _(r _ U.X -h o r H- ivz _ i 

X y Z “ r r cos O “■ j. ’ 


//.r-H <’)'H- 

-^- ~COsa. 


Le premier membre de la formule (17) étant précisément l’expres¬ 
sion (12), il en résulte que l’angle aiguo, compris entre les rayons vec¬ 
teurs correspondants r, r, est en même temps l’angle aigu compris 
entre le rayon vecteur r, ou OD, et la normale menée par le point D à 
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la surface des ondes. Au reste, cette conclusion pouvait être facilement 
prévue, puisqu’en vertu d’un théorème énoncé dans un précédent Mé¬ 
moire (t'oAle théorème 111 de la page 260), le plan tangent au point D 
à la surface des ondes sera perpendiculaire au rayon vecteur r. 

On tire de la formule (iG) 

(18) x=;«r, y=(’r, 


Si l’on substitue ces valeurs de x, y, z dans l’équation caractéris¬ 


tique 


F(x, y, Z, 0 = 0, 


elle donnera 


F ( n r, (’T; (T’i*, t) ~o^ 


OU, ce qui revient au même, 


r, (r, 

et, par suite, 

t 

ou 


oj désignant une racine positive de l’équation 

( 20 ) ¥ {u, V, (x)) O, 

Or, en vertu des formules (i8), (r.9), l’équation (9) deviendra 

(9. f) ux^\y-h ^ O) l. 

Cette dernière, lorsqu’on y considère os, y, z comme variables, repré¬ 
sente évidemment un plan qui, passant par le point D, coupe à angles 
droits la normale menée par ce point à la surface des ondes. Ce plan 
est donc précisément le plan tangent à la surface des ondes. Donc les 
coordonnées x, y, z du point D vérifieront, non seulement l’équa¬ 
tion (21), mais encore ses dérivées relatives aux angles p, q; ou, ce 
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semcnts, les variations que subiront les quantités 

S, D,S, Dj.S, D,,S, 

et si, dans les développements obtenus, on néglige les infiniment petits 
d’un ordre supérieur au second, alors on tirera de l’équation (i) 

j (x, — x)D,;S + (y, —y)DyS-+-(z, — z)l),,S 

i s- i[(x, - x)M)| S + (y, - y)^ D? S +... 2 (y, - y) (z, - z) D,. D„S H-... ] 


et la formule (/|), que l’on peut écrire comme il suit 


(3, 


J), S Dj.S D,,S 


U 

— , 

/• 


entraînera cette autre formule 





(x,—x)D|S — (y — 

y)D,DyS-(z~z)D,ICS 

(33) j 

ifr 


(x,-x)I)J)yS-(y, 

-y)D;^S-(z,-z)D,ICS 




y. 




_ -) *2?^ _ 

(x,— x)DjD,,S — (v; 

— y)DyD,,S —(Z,—z)D;-S 


Enfin l’on tirera de la formule (9) 

( 33) X, X, H- y, + Z, =, = x.x- + yj -h z = . 

Soit maintenant s la distance du point H au plan tangent mené par le 
point D à la surface des ondes, ou, ce qui revient au même, la proj(>r- 
tion de la distance DH sur la normale menée par le point I) à e.etie 
surface; on aura 

(34) — .r,) H- r(y — y,) + (r'(5 — 

Pareillement, si l’on nomme s la distance du point G au plan tangeni 
mené par le point G à la surface caractéristique, on aura 


(35) 


s = u(x-x,) 4-v(y —yj + w(z—Z,); 
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ou, c(‘ qui revient au môïnc, 

('lo) s--^.v. 

Eli vertu de celle dernière écjiiatioa, la distance s du point G au plan 
langanit, mené parle point C a la surfaiu^ (au*a(*(érisli([U(‘, dépiuid uni- 

queinenldu rapport ™ et de la distan(‘e ,v du point II au plan langamt 

mené par le point D à la surfaiaï d(‘s oinhïs. Doin*, si \c. point 11, tri^s 
rap])roelié du point 1), varii^ sur la surlaei^ d(*s ondes en restant toujours 
à la meme distance du plan (|ui la (oindn^ <‘n 1), le |H)int (*,on‘(‘spoinlant G 
vari(n*a sur la surface (‘ara(‘-térisli(iu(‘ d('. manièr(‘ à r(‘st(‘r toujours à la 
ménn^ distance du plan tangent (jui la touclu^ en G. l)on(‘, si l’on 
nomme 11, IT, IP',... les div(‘rs(‘s [nnsitions (|U(‘ piauidra suec(‘ssiv(‘numt 
le point 1 ) sur la surfaea^ des ondes, et (î, C/, (P', ... l(‘s positions (‘or- 
r*(‘S[)ondant<‘s du point G sur la surface (airactéristiipie, l(‘s (huix courinss 

iiirir'... et (HPtp'.. 

tra{‘é(‘s sur l(‘s deux surliua^s, siu'ont I(‘s contoui's d(i deux s(‘(‘.tioiis 
plaints (‘t très [)(‘tit(‘s, laites dans hss denix surtacaxs par decs plans cor- 
r(‘S[)ondants (jui s(‘ront parallèles aux eUuix |)laus tangemts memés par 
les pe)ints 1 ) e‘t (]. 

(4e)mmesious rave)ns reunare|ué élans les préliminaires, si, après aveiir 
memé ii une‘. surfaeai c.euirhe, eui un peiint elemné, un plan tangeuit (jui ne 
la trave‘rse‘ [las, on e‘-üup(^ eaHie^ sur(ae‘e‘ [)ar un seM‘ond plan parallîde^- 
au j)reunieu‘, e't séparé ele eelui-efi par une très [)(îlit(‘ elistainass*, l’aire^ ele‘ 
la seîctie>n ainsi obtenue^, seuai semsihlememt preipeirtionnedle' à s. On peuit 
ménui e)l)server eju’edle sei‘a semsihleuneuit égaler au preieluit de‘ .v par la 
e*,ireu)!derene‘.e‘- eTun e*,erc‘leî e[ui aurait penir rayeni la meiyenne' géeirné- 
triepie emtre lecs rayons ele‘ plus grande^, ed, ele^ rnoinelre^ ceiurhure^ de la 
surfaces au point donné, (adte^ nmyeunie géométriejiu^ eest, ea‘ ([ue nenis 
ap[)ellerons le rayon de moyenne courbure. Supposons eui [>arli(‘ulie‘r 
ejue‘, Te)!! détermine les rayons de moyenne e*ourhur(', 1^' l>ninl 1) ele‘ 
la surface des ondes, et pour le point ce)rresponelant G ele la surlaee 
caractéristique. Si, le temps venant à varier, le point 1) se meut sur 
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lino cerUiiiie droite OD menée par l’origine O, le point G se mouvra 
lui-même sur une droite correspondante OC; et, non seulement les 
coordonnées 

ê'. X, y, % 

des points D et G varieront proportionnellement à t, mais on pourra 
encore en dire autant des rayons de moyenne courbure des deux sur¬ 
faces (‘U CCS deux points, attendu c|ue les deux surfaces, représentées 
par les eijuations homogènes (') et (2), resteront toujours, comme on 
sait, scmiilahles à elles-mêmes. D’allcurs, les rayons vecteurs 

e, i“, 

mesurés constamment dans les mêmes directions OD, OG, croitront 
aussi proportionnellement au temps. Donc les rayons de movenne 
courbure des deux surfaces aux points D et G croîtront dans le même 
rapport que les rayons vecteurs 

r, 

et pourront être représentés le premier par kr, le second par kr, les 
coefficients 

k, k 

étant déterminés pour chaque direction du rayon vecteur r, ou r. Il est 
en effet aisé de s’assurer que les coefficients k, k seront seulement 
fonctions des rapports 

X Y : 

— 5 ~ ) — 5 

/• /• /• 

ou, ce qui revient au même, des rapports 

X y Z 

r r 1 * 

Les trois derniers rapports se réduisantprécisérnent aux trois quantités 
ci-dessus représentées par 

II, tr, 

on peut dire encore que les deux coefficients k, k se réduiront toujours 
à des fonctions déterminées de u, e, m. D’ailleurs, les rayons de cour- 

4o 
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hure niovcnne c[ui coi'rcspondront âux points D et C éteint lepiescntes 

parles produits 

kr et kr, 

si par ces points on mène ; i" deux plans tangents, l’un à la surface 
(les ondes, l’autre à la surface caractéristique; 2« des plans sécants, 
parallèles aux plans tangents, et séparés de ceux-ci par la très petite 
distance 

•s- ou s, 

les deux aires des deux sections obtenues 

H H' U"..., GG'Cr"... 

se trouveront sensiblement représentées parles produits 
(', i) 2Tïkrs, ?.Trkrs. 

tloncevons maintenant qu’à l’aide de rayons vecteurs menés des 
points H, H', H", ..., ou G, G', G", ... à l’origine des coordonnées, on 
projette tes deux aires dont il s’agit : i° sur les surfaces des s[)hères 
(|ui ont cette origine pour centre et pour rayons les rayons vecteurs /• 
et r; 2" sur la surface de la sphère qui a pour centre l’origine et pour 
rayon runité. Puisque les rayons vecteurs r et r, qui aboutissent aux 
points D et G, forment, en ces mêmes points, des angles égaux à 0 
avec les normales menées à la surface dos ondes ou à la surface caiau*- 
téristique, les projections des aires 

2 nkrs, :>.Trkrs, 

sur les surfaces sphériques dont les rayons sont r et r, se réduiront 
évidemment aux deux produits 

( ) O, TT krs cos d, TT krs cos o. 

Ajoutons qu’il suffira de diviser ces produits par les carrés d(‘ r (‘t 
de r, pour obtenir les projections des mômes aires sur la surface 
sphérique dont le rayon est Tunité. Ces dernières projcclions seront 
donc 

2 71 k ~ cos Ô, 2 TTk ^ COS O ; 


(43) 
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»•!. cil c^iiiril il l:i turiuuli' h);, la scroudi' pourra ètri' rcdiiilc ;i 

t î i I k cos O ; 

mi Nortr iiîu\ |Hiiir rohîeiur, il Miftira ( 1 (‘ dans la pnnniinr 

If tai’ttnir/' par \v farfrnr k. On [hmiÎ r<nnar(|ii(‘r (TaillcMirs (|n(‘ (‘lia(‘un 

tli»H tarî*Mirs 

A, k 

rrprfsiniti* [ïiaan'^ruHnit rrqun dn\inndrait In rayon ( 1 (‘ inoy(‘nn(‘ (‘onr- 
liiîrc’ tir la surlarr df»s ondrs ou dr la snrrar(‘ rar*a(*(dris(i(|in‘, (*orr(‘s- 
|iiuidaut an jadiit D on (k si, l<^s dinunisions d<‘ rrs surfata^s V(n»anl à 
tlt*rrt»itrt\ Ir judut II ou V, sr ra[J|na»rhait <lr rori^iiu^ d(‘S roordonnrrs, 
ou rosîaiit ttUî)ours siltir soi’ ta ïnonu* droit«‘ 01 ) ou OO, d(‘ inaniiua' 
ijîu* la distanro Ol) tui OO no troiuat rtMluiU* a 1 nnittu 


144. 

0\H,if iMîatiui., Sur hi ràtu^iion notHr/fr dr la fonclion pruiripali 
(fiii lifu' n/aatior vantvtrriHttqttr hornoi^cnc. 

t; Il , I Mil. I» iS; t î'» s(*|afüi!trt* iHjii. 

îüixutu riiuîi. iU U ts^ns^ntis m rcAcntJX inuNciPAï.r connrsroNUAM'i. 

I i \î fni un»s ( uutjrîUsrnju: noMotU-NK. 

^ III. tir\ nriti(’\ tloni l'qudssrar rsf i/ rs pvitfc. 

ranioo\i»us îuujours i}Uo. au r, olani tiads ooordonnoos nuian^u 
lairos. ta tdîo’îîou priiioipalo m dot\t* Muafior, (|n<d qu(‘ soil lo ((unps / 
rrqiiatttUi oaraotoristifjuo houu^^ono 

F11),. I),. 

of. pour / O. los fdriîiulos 

I , M il, 


i);* ''iTT 


IF/ 
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dans lesquelles n désigne le degré de la fonction entière F(.r, y, -, t), et 

la distance du point (.r, y, =) à l’origine des coordonnées. Si d’ailleurs 
on suppose que, dans la fonction Y[x,y, s, t), le coefticient de 1 “ se ré¬ 
duise à l’unité, et si l’on considère, ce qui est permis, ll(.ç) comme 
une. fonction paire de s, propre à vérifier la condition 


ii(,ç) = n(-,v), 

on trouvera 


M) 



e. 11’, «)]„ 


sin P chj dp 


et, par suite. 


(•■>) 




in 



e, te, wIIm 


sin P d(i dp. 


les valeurs di' 


n, r, 11', cji, .V 


étant déterminées par le système des formules 

(6) i/ — cosp, V — amp CQse/, ii’=: .sin/isiiic/, 

(7) E(«, e, (f, o) =o, 

( 8 ) .V — (I jf' —y e r —t— o* — —y (,) /, 

dont la dernière peut être remplacée par les deux suivantes ; 

(9) .Ç=;ç-yw«, 

(10) ç — uj.'-h vy-i- 

11 est bon d’observer que l’intégrale double, comprise dans le second 
membre de la formule (.ÿ), se compose de divers termes relatifs aux 
diverses racines de l’équation (7), et par conséquent aux diverses 


(>0 


0 = 0- 


A ces diverses nappes correspondent aussi diverses nappes de la sur- 
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(<ico dos ondes dont. l'Gc[iiütion 

^{.r,y,z,t) = o 

f^st produite pao réiimination de 

ir, (ï’, t>) 

(Mitre la forimile (7) et les suivantes : 

( ' u.r H- Vf -1- wz -j- r,)t = O, 

(>'.) 

D’ailleurs réijuation (r 3 ) est celle d’un plan qui touche la surface des 
ond((s en un point où la direction de la normale est détermiin'e par h's 
anitlcs polaires p, q. 

Lorsque réijiiatioa (7), comme nous le supposerons ici, a toutes ses 
racines réelles, il est facile de voir ce que représente l’intégrale double 
comprise dans le second membre de la formule ( 5 ). En effet, conce¬ 
vons qu(“ l’origine O des coordonnées devienne le centre d’une sphèn' 
dont le rayon soit l’unité. Les angles p, q étant censés représenter des 
coordonnées polaires liées à x,y, s par les formules connues 

./•=/'COs/>, / =/■ cosiy, - =/■ siii/; siiu/. 

à (‘ha<]ue point I de la surface de la sphère correspondront des valeurs 
déterminées de/;, </; et le produit 

si 117; dp d(i 

|)()urra être censé représenter un élément infiniment petit de la sur¬ 
face sphéri(|ue, dans lequel le point I soit renfermé. Nommons 0 cet 
élément, et 0 la partie du résidu intégral 

V, w, co)),., 

(jui correspond, non seulement aux coordonnées polairesp.i/dii point I, 
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mais encore à une racine déterminée de l’équation (7). On aui*a 


/■“ r Sin/J dq dp = :20ô, 


la valeur de 0 étant généralement 


('t, par suite, 
(>'•) 


0r 


DmF((/, r, U’, w 




D? 


471 


la sommation que le signe 2 indique s’étendant, non seulement aux 
diverses valeurs de 0, mais encore aux diverses valeurs positives ou né¬ 
gatives de a> considéré comme racine de l’équation (7), c’est-îi-dire aux 
diverses nappes de la surface des ondes, et la valeur de ^ étant toujours 
donnée parla formule (8). D’ailleurs, la valeur de D''“'w, déterminée, 
soit par la formule ( 5 ), soit par la formul(“. (i 5 ), variera ainsi que x, 
non seulement avec le temps t, mais aussi avec la position du point A 
dont tes coordonnées rectangulaires sont représentées par r, j, 

Parmi les divers éléments 


e, 6', ... 

de la surface sphérique, il importe de rechercher ceux qui répondent 
à une même valeur de s. Or, lorsque, dans l’équation (8), on considère s 
comme constante, et x, y, z comme variables, cette équation repré¬ 
sente un plan perpendiculaire au rayon vecteur 01 dont la direction 
est déterminée par les angles polaires p, q. Si ces angles viennent à 
varier, la valeur de 5 demeurant constante, ce plan changera de posi¬ 
tion dans l’espace, de manière à toucher constamment une certaine 
surface LMN. Soit 

(16) ff{a:,Y,z,l,s)=o 

l’équation de cette surface. Si l’on pose 5 = 0, la formule (iG) se 
réduira simplement à l’équation (12) qui représente la surface des 
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oiuUiS, (‘t les deux suHaces représentées par les deux équations 

t‘ 7 ) —.?)=ro, y, Z, t, .<;) = o 

seront précisément les enveloppes intérieure et extérieure de l’espace 
traversé par une sphère mobile dont le rayon serait représenté par la 
valeur numérique de s, et dont le centre se promènerait sur la surface 
des ondes. Ajoutons que. l’équation (8), quand on y considérera .r, y, 
comme variables, sera précisément celle d’un plan perpendiculaire 
au rayon vecteur 01 et tangent à la surface LMN représentée par l’équa¬ 
tion (iG). Soit T le point de contact de cette surface et du plan dont il 
s’agit. La parallèle menée par le point T au rayon 01 sera normale, 
non seuhunent à la surface LMN, mais aussi à la surface des ondes 
(|u’elle rencontrera en un certain point D; et la distance TD sera pré¬ 
cisément la valeur numérique de Cela posé, pour obtenii-, au bout 
(lu temps l, les diverses positions du point T correspondantes à des 
valeurs données de 

■r, J et a, 

il faudra évidemment circonscrire à la surface LMN un cône qui ait 
pour sommet le point donné A dont les coordonnées sont x, y, z. Le 
p(»int T [)ourra être l’iin quelconque de ceux qui appartiendront à la 
courbe (bï contact 

T 

de la surface LMN avec la surface conique circonscrite. Si d’ailleurs ou 
iiiiMK' ; i“ par les divers points 

T, T'. T", ... 

des normales à la surliuu! L.MN; 2" par l’origine des coordonnées, des 
ravons ve(*.tours 

01, or, 01", ... 

parallèles à ces normab's, les points 

I 1' l" 

situas sur CCS rayons vcct(‘urs à runilé de distance de l’origine, indi- 
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(fueronf, sur la surface sphérique qui a pour rayon runitc, les élé¬ 
ments 

0, e', 0", ... 

correspondants à la valeur donnée de s. 

Lorsque la fonction F(ar,j,2,z), comme il arrive d’ordinaire dans 
les prohlèmes de Mécanique, et comme nous le supposerons dans ce 
(]ui va suivre, est une fonction paire de t, c’est-à-dire une fonction 
entière de l’équation (7), résolue par rapport à co, fournit des 
racines deux à deux égales, au signe près, mais alh'ctées de signes 
('ontraircs. Alors la surface des ondes et la surface caraetéristiqin' ont 
pour centre commun l’origine des coordonnées. Alors aussi H reprend 
la même valeur sans changer de signe, quand on remplac<'. 


et en conséquence la somme ^00, que renferme la valeur de 
se compose d’éléments qui, pris deux à deux, sont égaux et affectés du 
même signe. Donc alors on pourra se borner à calculer ceux de ces 
éléments qui correspondront à des valeurs positives du IrinôiiK' 

MX -H er -t- (cj, 

c’est-à-dire à des valeurs de u, e, w propres à vérifier la condition 

(it^) ff XvyivzO, 

sauf à doubler ensuite la somme obtenue; et, si l’on nomme la partie 
de m relative à une racine déterminée de l’équation (7), on pourra sup¬ 
poser 

('9) 'T =-.-200, 

4Tr 

pourvu que la sommation indiquée par le signe 2 cesse d’embrasser 
diverses valeurs de co, et s’étende, non plus à tous les éléments 0, 0', 
0", ... de la surface sphérique, mais seulement à ceux qui correspon- 
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•trnuf à (les valeurs de p et d<' </ jxtur losqiKdlos la condition (i8) se 

îrtiinrra 


Siii.jH.M.ns inainfenaiil <|ue la valeur initiale de soit seulement 
seii>il.le dans rintérieur d’iine sphère très petite dont le rayon soit £, 
te rentre de eelte sphère étant l’<trip:ine des coordonnées. Kn d’autres 
teimes, supposons (lue la tonetion paire* (h^ s, représentée par !!(.«), 

H t‘v;iîiinîÈH.Hr Inirs ries linutes 


A' , A' J ^ 

tirnî^iKiîit îiîi îHHîibre tr<*s petit. Alors, <luns hi soüuïik^ 

IWk 

tjtir miteriiH’ l rojiiatiiHi ic| , ou poindra ((‘iiir s(mi 1 (‘.ïïhmiI compte^ ( 1 (‘ 
ei’tîv lies rlpiiH^nfs 0. H\ 0\ ... (jtü rrjHuulroiit à (l(^s vahuirs de s rcMi- 
entre* 1rs liiuitrs (rrs nssse'riTrs 


A t» s £; 

i*î n*tîr rirriHistaiH'f* pi‘rtiH*ttrat on général, do cabailer aisément coU<' 
fiiiiifiîr iHHiH allons le faire voir. 

Si dans réijitalioft on pose siua^ossivement 


A *e, .V c, 

iiiî ubtirïidra Ion diOî\ équations 

i .r, J , *! O. J*{ .r, O, 

fjtii srrou! srïnblaldrs aux furnuilc^s (17 ), et (jui nqiréseuteront les en- 
\idopprs îïitrrîrun* rt extérirurt* truno (‘.(U’(aiu(‘. onde dont répaiss(uii* 
siuxt tirtir nîide sera préiûséiaent (udle (ju’(uig(uidr(^. une surfaei^ 
spiitTUjiM* tioïtf le «uuifre se proiuene sur la surfacu^ des ondc^.s, et d(uit 
II* ra\Hii ***^1 ruîiitr. tada posé, i! rst rlaîr qu(‘, dans riiy[)o(hèse adïnis(‘, 
iiii pourra triiir srubuiHuif ronqüe dt^ (‘eux d(^s (d(UU(Uits 0 [Kmr l(‘.s- 
qiirk il* point, ri-drssUH désigné par la b‘ttre T, s(‘. trouvera renferme* 
daitH t'epaîssiuir (b* ^olHb^ Pour plus de siuiplieilé, nous <*omm(uie(i- 
imiHpar Htip|iosf*f qui* le plan taiigiuît, nnuu* a uu<i uap{)e (jucbîonqm^ 
s.r i. \f, 


iir i 
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(le la surface des ondes par un point quelconque de cette surface, no la 
traverse pas. Alors, dans le calcul de la somme i( 0 O, que renferme 
l’équation (19), et qui se rapporte à une nappe déterminée de la sur¬ 
face des ondes, on pourra distinguer trois cas différents, suivant que le 
point A, dont les coordonnées sont représentées par .J?,.7, -, so trou¬ 
vera lui-même renfermé dans l’épaisseur de l’onde, ou comj)ris dans 
son enveloppe intérieure, ou situé hors do son enveloppe extérieur'. 

Or, si l’on suppose d’abord le point A compris dans l’enveloppe inté¬ 
rieure de l’onde dont l’épaisseur est 2£, ce point ne pourra devenir h' 
sommet d’un cône circonscrit à la surface LMN, pour des valeurs de .v 
comprises entre les limites — e, e. Donc alors tous les éléments d(( la 
somme ^00 s’évanouiront, et l’on pourra en dire autant de la somttn^ 
(dle-même. 

Supposons en second lieu que le point A se trouve renfermé dans 
l’épaisseur de l’onde comprise entre les surfaces que représentent l(!s 
formules (20), c’est-à-dire entre les deux enveloppes de l’onde, ou 
même situé hors de l’enveloppe extérieure, mais très rap|)roché de 
cette enveloppe. Soit d’ailleurs p la distance du point A à la surface des 
ondes représentée par la formule (12). La courbe de contact 

T 

de la surface LMN, représentée par l’équation (iG), av(ic lo cône qui, 
ayant pour sommet le point A, sera circonscrit à cette surfa(us conser¬ 
vera de très petites dimensions, pour toutes les valeurs s comprises 
entre les limites ~ e, e, et cette courbe, qui se réduira simplemeni 
au point A si l’on prend 

acquerra généralement la plus grande étendue possible quand on po¬ 
sera 

S:=z~£. 

Désignons maintenant par oc l’aire comprise sur la surface LMxN dans 
l’intérieur de la courbe 

TT T ,. 
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(‘1 par K l’aire mesurée dans l’intérieur de la courbe correspondante 

II 1 "... 

sur la surlace, de la sphère qui a pour rayon l’unité, en sorte que 1, 1', 
I", ... représentent, sur la surface sphérique, les extrémités de rayons 
vecteurs 01, 01', 01", ..., respectivement parallèles aux normales 
menées par h^s points T, T', ï", ... à la surface LMN. En vertu des 
[uâncipc's établis dans les précédentes séances, on aura sensiblement 

( 'U i k = 2 TT k - - - COS Ô, 

r 

pourvu ((ue, en attribuant aux angdes polaires p, q les valeurs qui déter- 
miiumt la direction de, la normale menée à la surface des ondes par le 
point 0 oii cett(^ surface coupe le rayon vecteur OA, on nomme k le 
rayon de moyenne courbure de la surface caractéristique à l’extrémité 
d’un rayon vecteur parallèle à celte normale et réduit à l’unité. Quant 
à la lettre o, elle représentera simplement, dans la formule (21), l’angle 
aigu formé au point D par la normale à la surface des ondes avec le 
rayon vecteur OA, de sorte que, en supposant remplie la condition (i8j, 
on aura 

.. a.x-\-VY^»’Z 

( ] CüSO m:: - j - * 

D’autre part, si, en supposant la valeur de tC déterminée par la tor- 
niule (k)), on nomme P la somme de ceux des éléments de ti? qui répon- 
(hmt à des valeurs des angles p, q propres à représenter les coordon- 
né('s polaires de points situés dans l’intérieur de la courbe II'I"... sui 
la sphère dont le rayon est l’unité, la valeur de P sera évidemmem 
dét(‘rminé(‘, non plus par la formule (19), mais par la suivante 

I),P = 7^0D,K, 

énr 

ou, c(ï qui r('vient au même, eu égard à la formule (21), 

I),p = —^0cosô; 
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et comme P devra s’évaaouir avec K, pour 5 = p, on tirera de la for¬ 
mule ( 23 ) 

P=—/ 

/ ir 
P 

Pour déduire de cette dernière équation la valeur de P, il suffira d’y 
poser s = — s. On aura donc 

/•■P k 

( 24 ) ‘i=l —ëcosdds; 


puis, en remettant pour 0 sa valeur, et faisant passer hors du signe / 
tous les facteurs distincts de s et de n(^), c’est-à-dire tous les facteurs 
qui resteront sensiblement constants entre les limites ^ — s, ^ = p, 

on trouvera définitivement 


( 25 ) 


Dm F (u, V, H', &)) 2 


V /•'’ 

-COSÔ/ ,ç II ( .V ) (/.V. 

r J , 


Il est important d’observer que, dans la formule (a.)), la ((uantilé p, 
ou la distance du point A k la surface des ondes, est précisément ce 
que devient la valeur de s donnée par l’équation (8) ou (9), quand on 
prend pour æ, y, s les coordonnées du point A. Ajoutons (jiie si l’on 
considère les quantités p et.s comme infiniment petites du premier 
ordre, la valeur de donnée par la formule (2.3), sera généralement 
du même ordre que le produit de Tl{s) par l’intégrale 



— £2 


qui est elle-même une quantité infiniment petite du second ordre. 

Lorsque le point A est situé au bout de temps t sur l’enveloppe 
extérieure de l’onde dont l’épaisseur est 2£, ou en dehors de cette en¬ 
veloppe, on a 

P = £ OU p > E ; 

et, dans l’un ou l’autre cas, l’intégrale que renferme la formule ( 25 ) 
se réduit à 
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c’est-à-dire à zéro, attendu que 11(5) est une fonction paire de s. Donc, 
lorsque le point A, étant très voisin de la surface des ondes, reste ex¬ 
térieur à l’onde dont l’épaisseur est 2£, la quantité ou plutôt sa 
valeur approchée, s’évanouit; c’est-à-dire que Çf acquiert alors, ou une 
valeur réelle ou une valeur nulle, ou du moins une valeur infiniment 
petite d’un ordre supérieur à celle qu’il acquerrait dans le cas con¬ 
traire. Au reste, on peut arriver directement à la même conclusion, 
non seulement pour un point très voisin de l’enveloppe extérieure de 
l’onde, mais encore pour tout point qui ne se trouve pas compris dans 
l’épaisseur de cette onde, en substituant, dans le second membre de 
la formule (5), s considéré comme variable à la variable p, et déter¬ 
minant alors la valeur approchée de $ à l’aide des principes exposés 
dans les divers paragraphes de ce Mémoire. Il y a plus, la conclusion 
dont il s’agit se trouve alors établie, quelle que soit la forme de la 
surface des ondes, et dans le cas même où les plans tangents, menés 
en certains points à cette surface, la traverseraient. Donc il ne sera 
jamais nécessaire de calculer la valeur de (S que dans le cas où le 
point A sera l’un des points appartenant à l’onde dont nous avons parlé. 
Si d’ailleurs le plan tangent à la surface des ondes ne la traverse pas 
dans le voisinage du point A, la valeur de ® sera déterminée par la for¬ 
mule (25), dans laquelle on pourra successivement attribuer à co les 
diverses valeurs positives et négatives qui représentent les diverses 
racines de l’équation (7), attendu que le second membre de l’équa¬ 
tion (25) se réduit de lui-même à zéro toutes les fois que la valeur de y? 
doit s’évanouir. Donc, en réunissant les diverses valeurs de $ corres¬ 
pondantes aux diverses valeurs de co et doublant la somme obtenue, 
on aura, sous la condition que nous venons d’indiquer. 


(26) 




k cos ô 


(F((/, (-, w, w))„ 




{s) ds. 


Pour ne pas trop allonger cet article, nous renverrons à d’autres 
Comptes rendus les conséquences nombreuses et importantes qui se 
déduisent de la formule (26), et l’examen des modifications que cette 
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formule doit subir quand le plan tangent a la surface dos ondes tra¬ 
verse cette surface dans le voisinage du point A dont les coordonnées 
sont représentées par x, y, 


145. 

(liLCUL INTÉGRAL. — Mémoire sur l’intégration des équations homogènes 

en termes finis. 

C. R., l. xm, p. 564 (i3 sopleiribro i8U). 

Étant donnée une équation caractéristique homogène et du d(‘gré n, 
dans laquelle les variables principales sont trois coordonnées r(‘c,langu- 
laircs x,y, z et le temps /, on peut exprimer en termes Unis, sinon la 
fonction principale, au moins sa dérivée de l’ordre n — i, prises par 
rapport au temps, dans le cas particulier où la valeur initiale de cette 
dérivée dépend d’une fonction linéaire des coordonnées, c’est-à-din' 
de la distance à un point fixe. C’est même cette circonstance (|ui, en 
réduisant le calcul des phénomènes à la discussion d’une intégrale en 
termes finis, permet d’établir très facilement les lois de la propagation 
des mouvements simples d’un système de molécules, ou, (ni d’antres 
termes, les lois des mouvements à ondes planes. Les calculs seinhhnit 
au premier abôrd devoir être beaucoup plus dilRciles dans le cas gé¬ 
néral où la dérivée, de l’ordre « — i, de la fonction principale a pour 
valeur initiale une fonction quelconque des coordonnées. Toutid'ois on 
peut, comme nous l’avons expliqué, ramener le cas général an cas par¬ 
ticulier où la valeur initiale dont il s’agit dépend de la distance' à un 
point fixe, et s’évanouit dès que cette distance cesse d’être (rî's petite'. 
Déplus, on pourra, dans ce dernier cas, à l’aide des principes établis 
dans le précédent Mémoire, réduire la dérivée de l’ordre n -■ o. de' la 
fonction principale à une intégrale simple. Il est aisé d’en conclure que' 
la dérivée de l’ordre n — i pourra être alors exprimée en termes finis. 
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(/est Cl- <]nt‘ j(* nu» propose main((‘iiiui( (h* fain* voir. Je luonlia'nii dans 
nn anlro Article (jU(' eettt* eireonslaiuM^ p('rni(i d’établir tri's l'aeile- 
nieiil l(‘s lois dt* j)r(»paj^'alion des ondes (répaiss(Mir eonslantc'. 

Vs*i.\sn. 

vi 1'''. ( H/iMi/i'/'itriiins ii/f.'i. 

l‘n Mloîis pour variahlrs iîHlâ[HMïtlan{(‘s I(‘ i<‘nips / Irs fi'ois caMu*- 
(lüiUHM'S rertan^nilairrs 4\ <riiu poiiü inohilc dont la dislaïua» ;i 

Tori^iiH* sera 

/• P • , y. 

Naimnous 

Fi P , ►, /1 

îUU‘ fiUHiion d(‘ \ariahlrs, antiiaap l}üinai‘c'îu\ ilu //, dan> 

latpiallr le* ( d«‘ st* rc<luisc‘ à FtinilF. Fnlin NiipptJsaus la 

IbîHiion principale m assujettie ii la doubh' enuditicui de véritier» quel 
qut‘ soil l'êtjuatîun aux diflerenecss partielh^s 

I î I Fi iFr. Ibt ^h,* «s 

et, p(HU’ / les ianidiîituis 

• * ! ^.1' <»* lï/W I)/ ’r.i U, tï" * f,i r;ii r, . .. 

Sî Pou pe>e, p(iur abré^'er, 

I » ! ■/ H / ^ , 

t’iîu’ünuue e \eri!iera tdle-iuêuie rè(|uatinn eara»ieî*iNlique 

* i ' F s îï ,, IF I b . tb <*. 

Mlle sera doue une iat!»*^n*ab* de eetle èqualinit; et elle eu sera lueuie 
une inte^naile eu tenues buis dans deux eas di^nn^s dt* renunapn*, el 
i\iu* iiuus alluus sîua'essiveîneul ennsidèrer. 

Suieul fK les angles pidaires furîués : F* par le \eeîeur / 

avec !*a\e des.r; a** par le plan qui rtuifenue et* ra\un et eet axe a\(*e 
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le plan des x, 7; en sorte que p, q, r représentent les coordonnées 
polaires liées aux coordonnées rectangulaires x, y, z par les équations 
connues 

:e — rcosp, y =: r s\np cos q, s =/■ siii/» sin c/. 

Si l’on nomme u, c, w les cosinus des angles formés par le rayon vec¬ 
teur /-avec les demi-axes des coordonnées positives, on aura 


(5) H—cosp, v = sinpcosq, «' = sin/> sine/, 

et l’équation du plan mené perpendiculairement à ce rayon v('cleur 
par l’origine des coordonnées sera 

UX H- i'V -H — O. 

Ajoutons que, si un point (.r,7, s) est situé hors de ce plan, sa distance 
au plan sera la valeur numérique de la quantité ç déterminée par la 
formule 

( 6) ç:=: M.r'S-r )•-t- 


Cela posé, concevons d’abord que la valeur initiale de a, représentée 
généralement par c 7 (æ;, 7, 3), se réduise à une. fonction de ç, (ui sorte 
qu’on ait, pour t = o, 

.=n(ç). 


En vertu de la formule (20) de la page aSo ('), la valeur générale de b 
sera 


(7) 


i’, te, 0))], 


■ fl(ç -H 


ou, ce qui revient au même, 


( 8 ) 

la valeur de s étant 


F {u, r, if 


w))< 


-Il (. 9 ), 


( 9 ) >9 — ç -H ffi i y 

et le signe s’étendant à toutes les racines de l’équation 


(10) 


F(e, c, tr, to) = 0. 
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Concevons à présent que la valeur initiale de a se réduise à une 
fonction de la distance rqui représente le rayon vecteur mené de l’ori¬ 
gine au point (.r, J', s); en sorte qu’on ait, pour i = o. 

Alors, en supposant toujours les valeurs de w et de 5 déterminées par 
le moyen des équations (9) et (10), jointes aux formules ( 5 ) et (6), on 
aura, en vertu de la formule (4) de la page 299, 


(n) 


I). 


f f r w"“^ïn(.î)' , , 

(V, to)ju 


Il (.?) devant être considéré comme une fonction paire de .v. Donc, en 
posant, pour abréger, 

.vn(.s-) = f(.î), 

et ayant égard à la formule (9), de laquelle on tire 

f/s — ù.'idi, 


par conséquent 
on trouvera 

( 12 ') a 


“■ / I < ?Tv‘ -^— p—sinP d^/dp. 

J» (l‘ (", C, w)]<o 


Si maintenant on suppose, d’une part, que F(.a:.-, r. s, t) soit une fonc¬ 
tion paire de t, d’autre part, que et par suite f(.î), s’évanouissent 

hors des limites 


(< 3 ) 


£, 


— £, 


£ désignant un nombre très petit; alors, en appliquant à l’équation ( 12 ) 
les principes de réduction développés dans le précédent Mémoire, on 
verra la valeur de a se réduire à celle que donne la formule 


(i 4 ) 


_ P 

“ e, (V, eo))(o 


k cos 5 


f. 


Ç -+- (*W 


V{s)(h'. 


Dans cette dernière formule, après l’extraction des résidus, on doit 

42 


OFMvres de C. — S. I, t. VI. 
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prendre pour valeurs de u, v, (ï' des fonctions déterminées de .r, v, 
savoir, celles qui représentent les cosinus des angles formés par les 
demi-axes des coordonnées positives avec la normale menée a la sur¬ 
face des ondes par le point D où cette normale coupe le rayon vecteur/-. 
Si l’on représente par 

(i5i o 

la surface des ondes, S étant fonction de x, y, s, t, les valeurs de k, 
ç, m seront précisément celles que l’on déduira des formules 


(i6) 


~ ÏM’ 


(.2 




jointes à l’équation (t. 5 ), à l’aide de laquelle on peut toujours éliminer /. 
Ajoutons que les signes de u, e, w devront être choisis de manière à 
vérifier la condition 


{>■) 


iix H- Vf H- > O. 


Quant aux quantités o et k, elles représenteront, d’une part l’angle 
formé par le rayon vecteur r avec la normale menée par le point D à la 
surface des ondes, et d’autre part ce que devient le rayon de moyeame 
courbure de la surface caractéristique, pour le point Cde celte, dernièni 
surface qui correspond au point D de la surface des ondes, dans le cas 
particulier où le rayon vecteur OC se réduit à l’unité. 11 est aisé d’en 
conclure : i" que l’on aura 


(i8) 


cos b = 


ux 


çy . 


S 

7 -’ 


2" que, si l’on pose, pour abréger. 


F(£i, Cü) = A, 


k sera le produit des deux axes de l’ellipse représentée par le systinne 
des deux équations 

I x’DJA 4- y'D 3 A -t- z*DJ,A H- 2yzD^D,„A -i- azx D„,D„ A 4- 2xy DaD,, A 
{.9) j [(D,.A)^ 4- (D,A)^ -4 (D,„A)=]% 

• i.' (axD„.V4-yD,,A.4-zD„,A-.= o. 
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Il est généralement facile d’obtenir en termes finis la valeur de la 
seule intégrale que renferme la formule (i4)- En effet, on a généra¬ 
lement 



-I-ü) t 


(^) cis — f (ç H- 0)— f(— s). 


D’ailleurs, lorsque la fonction f(^), qui s’évanouit hors des limites 


.V=—£, £ = £, 

reste continue dans le voisinage de la valeur particulière ^ — e, on 

a certainement 

f(—£)— O, 

et, par suite, 

/ t { ) r/.v 31 f ( ç —j— (tiC) 31 ^ ç -|— ^ ) Il ( ç -V~ w ^ ), 


ce ([ui réduit la formule (i4) à 


('^o) 


kcos(î 


O' 


■[E(«, e, iv, co))<o /• 


5 11 ( 5 ), 


la valeur de s étant donnée par l’équation (9), ou, ce qui revient au 
nièine, ])ar la suivante : 


i '! I ) S — U X + r •»' H’ - -t- w <. 

Il semble, au premier abord, que l’on pourrait conserver des doutes 
sur l’exactitude de la formule (20), dans le cas où la fonction ÏI(.v), 
passant brusquement d’une valeur différente de zéro à une valeur 
nulle, offrirait une solution de continuité pour s = — e, ce qui nous 
obligerait à regarder les valeurs ri(— e) et f(— e) de 11 ( 5 ) et de f( 5 ) 
comme indéterminées. Mais on peut lever ces doutes en considérant 
une fonction qui passe brusquement d’une valeur différente de zéro à 
une valeur nulle comme la limite d’une fonction dont la valeur numé¬ 
rique décroît très rapidement; ou, mieux encore, en appliquant direc¬ 
tement à la détermination de a, dans le cas dont il s’agit, les principes 
exposés dans le précédent Mémoire. En effet, posons alors, pour 
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abréger. 

et nommons 0 un élément de la suifaee spljéricjue iiui a l’origine jmnr 
centre et pour rayon runité. Dans l’intégrale double 


(aa) 



P O) 

<- (K(«,' 


Lvlli.v'l 

t', IV, w)) 


• sill P (hj <lp, 

(I) 


que renferme, la formule (u), la partie ù', correspondante a une racine 
déterminée de l'équation (lo) et à des valmirs de ». e, o- assujetties a 
vérifier la condition (17), sera, comine nous l’avons reiuannH' dans le 
précédent Mémoire, 

(a3) a' 


D’ailleurs la valeur de <r, déterminée [lar l’équation r.i 5 , s'évanouira 
généralement quand lo point (.r, >', :) ne sera pas tri's voisin de la 
nappe qui, dans la surface des ondi'S, correspond à la racine que Ion 
considère. Au contraire, <i’cessera de s’évanouir si le point 
est compris dans l’épaisseur de l’onde engendrée par une sphiu'c dont 
le rayon serait £, et dont le centre se proiuiuierait sur la nappe dont il 
s’agit. Alors aussi, dans lo second ine.inbre de la forniule •.».’> , la som¬ 
mation indiquée par le signe il pourra être restreinte aux seuls élé¬ 
ments 0, 0', 0", ... de l’aire 

K-.--a7rk- c.o.so, 


mesurée sur la surface sphérique qui a pour rayon l’unité, dans l’in¬ 
térieur d’une certaine courbe II'l"... dont les diine.nsions seront tri‘S 
petites; et 0 pourra être censé dépendre de la seule variable .v. Soit 
d’ailleurs E la valeur, différente de zéro, acquise par la fonction 

f(s)-.::.sU(.v) 

au moment où la variable s s’approche de la limite -- e qui rend cette 
fonction discontinue. Si le temps i vient à varier, et à recevoir un ac- 
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croisseinent infiniment petit Aï, la valeur de ‘S, déterminée par l’équa¬ 
tion ( 23 ), variera pour deux raisons, savoir : i*' parce que le coefficient 0 , 
variable avec 5, recevra, pour une valeur de s donnée par la formule {21), 
raccroissemen-t infiniment petit 

D,0.As = D,0.wAï; 

2" parce que la plus grande des valeurs de K, c’est-à-dire la valeur de K 
correspondante à — £, et représentée par le produit 

Ç -f-• C,) £ -f- £ 

2 TU k---COS O, 

perdra quelques éléments 

0 , 0 ', 0 ", ... 

dont la somme sera la valeur numérique du produit 

1 -SA 

STTk — cosô. 


On trouvera en conséquence 

(9.4) D/i'— W(9D^©-1- -W0-COSÔ, 

4 TT ^ 2 r 

X devant être réduit à — c, et f(,?) à E, dans la valeur de 0 qui devien¬ 
dra ainsi 


1 )„I<’(m, h', «) 


E. 


Comme d’autre part les principes exposés dans le précédent Mémoire 
réduisent la quantité 

-/-V WÊ)D,0 

au produit 


K cos (5 


2 0)) 

dans lequel on devra supposer 


:)Osô I 


f'(.s-) ds, 


Ç-h Mt 

I î'{s) ds — ï(ç(jdi) — E, 
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abréger. 


et nommons 6 un élément de la surface sphérique (jui a 1 origine pour 
centre et pour rayon l’unité. Dans l’intégrale double 


( 22 ) 





V, w, w))„ 


s'in P dq dp. 


que renferme la formule (u), la partie correspondante à une racine 
déterminée de l’équation (lo) et à des valeurs de u, ç, w assujetties à 
vérifier la condition (17), sera, comme nous l’avons remarque dans le 
précédent Mémoire, 

( 23 ) 7 ^- 200 . 

’ 471 


D’ailleurs la valeur de f, déterminée par l’équation (ad), s’évanouira 
généralement quand le point {x,y,z) ne sera pas très voisin de la 
nappe qui, dans la surface des ondes, correspond à la racine que l’on 
considère. Au contraire,® cessera de s’évanouir si le point (a;, y, s) 
est compris dans l’épaisseur de l’onde engendrée par une sphère dont 
le rayon serait £, et dont le centre se promènerait sur la nappe dont il 
s’agit. Alors aussi, dans le second membre de la formule ( ad ), la som¬ 
mation indiquée par le signe 2 pourra être restreinte aux seuls élé¬ 
ments ô, 6', 6", ... de l’aire 

TT , ç H- CD fî S * 

R=:2irk-;-cos O, 


mesurée sur la surface sphérique qui a pour rayon l’unité, dans l’in¬ 
térieur d’une certaine courbe II'l"... dont les dimensions seront très 
petites; et 0 pourra être censé dépendre de la seule variable s. Soit 
d’ailleurs E la valeur, différente de zéro, acquise par la fonction 

f(i) = 511(5) 

au moment où la variable s s’approche de la limite — e qui rend cette 
fonction discontinue. Si le temps t vient à varier, et à recevoir un ac- 
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croisseincnt infiniment petit Az, la valeur de déterminée par l’équa¬ 
tion (aS), variera pour deux raisons, savoir : parce que le coefficient©, 
variable avec s, recevra, pour une valeur de s donnée par la formule f 21), 
l’accroissemen.t infiniment petit 

D,©. As = D,0.wAz; 

2” parce que la plus grande des valeurs de K, c’est-à-dire la valeur de K 
correspondante à ^ = — £, et représentée par le produit 


perdra quelques éléments 

0, 0’, (f, ... 

dont la somme sera la valeur numérique du produit 


2 Trk - cosô. A^. 

/• 

On trouvera en conséquence 

(9.4) r)/J?r=^V W(?D..©-+--OJ0-COS(), 

s devant être réduit à — e, et f(^) à E, dans la valeur de 0 qui devien¬ 
dra ainsi 


I),,, E(m, (V, &)) 


E. 


Comme d’autre part les principes exposés dans le précédent Mémoire 
réduisent la quantité 

au produit 

. (.>"-> K cos 5 c, ^ . 

-fi —-- - / 

2 (j/, i-, 11^, «) r 

dans lequel on devra supposer 

, Ç -f- w ^ 


-t- (« t 
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ia formule ( 24) donnera définitivement 


t 2.')) 


^ I 03 "“^ Kcosô... 

= - -TT—tt;-T-— 1 (ç H- CO 


Pour déduire de cette formule la valeur de a, il suffira de réunir les 
diverses valeurs de Dif correspondantes aux diverses valeurs de co et 
de doubler ensuite la somme obtenue. Or, en opérant ainsi et ayant 
égard à la formule 

f(.y) = 5n{,9), 

on retrouvera précisément l’équation (20). 

En résumant ce qui a été dit dans ce paragraphe, on obtient les 
conclusions suivantes. 

Soient O la fonction principale qui vérifie l’équation (i), et « la déri¬ 
vée de l’ordre /i —i de cette fonction principale. Si la valeur initiale 
de « dépend seulement d’une fonction linéaire ç des coordonnées .r, 
y, Z, c’est-à-dire de la distance du point [œ,y,z) à un [ilan fixe, la 
valeur générale de a s’exprimera en termes finis à l’aide de ré(|ua- 
lion (8). De plus, si la valeur de a dépend seulement du rayon vec¬ 
teur r, c’est-à-dire de la distance du point {x,y,z) à un centre fixe, la 
valeur générale de a s’exprimera en termes finis à l’aide de la for¬ 
mule (20), avec une approximation d’autant plus grande que la sphère, 
en dehors de laquelle la valeur initiale de a s’évanouit, sera plus 
petite. Dans tous les cas, la valeur générale de a vérifiera l’équation 
caractéristique, et par conséquent la formule (8) ou (20) offrira une 
intégrale de cette équation en termes finis. 

Si l’on voulait obtenir la valeur générale, non plus de la fonction 

a = Di‘-‘ro, 

mais de’ 


□ désignant une fonction entière quelconque des lettres caractéristiques 

D., D,., D„ D,; 
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alors, à la place des équations (8) et (i i), on obtiendrait les suivantes 


(26) 


(27) 


□ ro=r- nD] -"■/_ 


&))], 

•K „TZ 


!!(>), 


□ OT = 7^ □ D,- " r f sinpdqclp, 

47t J v^(F(«,(>, w)j^ t' J t ^ 


dont la première pourra être généralement réduite à la formule 


(28) 


n® = ,f 715 


•'(F(m, r, w, w)), 


airr'‘ n(.-). 


Il y a plus : la formule (27) pourra elle-même, dans beaucoup de cas, 
être réduite, sans erreur sensible, à la suivante : 


(29) 




^ r 

Jo 


' smp 


' [F(«<, (’, (c, «)), 


□ Rf “-S ÏI(■^) (!<] dp. 


Si l’on applique au second membre de celle-ci la méthode de réduction 
ci-dessus appliquée au second membre de la formule (i i), on parvien¬ 
dra, non plus à l’équation (20), mais à la suivante : 


(3o) 


□ ^ ■ 


k CO s O 


■ (F(/^, tr, w))^ 


□ I),'-'’ 5 II (.VJ. 


Dans ces diverses formules, la valeur de^ est toujours celle que fournil 
l’équation (21). 

La formule ( 3 o), comparée à la formule (28), fournit le moyeu de 
reconnaître les rapports qui existent entre les lois de propagation et de 
polarisation relatives, d’une part aux ondes planes, d’autre part aux 
ondes courbes dont l’épaisseur est infiniment petite. C’est, au reste, ce 
que nous expliquerons plus en détail dans un autre Article. 


§ lï. — Extension des formules établies dans le premier paragraphe. 

La formule (ii) du paragraphe précédent se rapporte au cas où la 
valeur initiale de a est représentée par une fonction paire du rayon 



355 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE, 

vecteur r, ou, ce qui revient au même, par une fonction de 

Pour plus de généralité, on pourrait supposer que la valeur initiale de 
« est de la forme 

la lettre II indiquant toujours une fonction paire, et la lettre v dési¬ 
gnant la racine carrée positive d’une fonction de ,r, y, z-, entière et ho¬ 
mogène, mais du second degré. Soit, en conséquence, 

1 

— dyz 2 ezx ■>./xy )-, 

a, b, c, d, e,/désignant des coefficients constants, tellement choisis 
que la valeur de t soit constamment réelle, et différente de zéro. Con¬ 
cevons d’ailleurs que les équations 

ax + fy -h es = X, 
fx -h by -1- dz y, 
ex -+- dy -h c: z, 

résolues par rapport à x, y, z, donnent 

a; = ax -i- fy -y oz, 

7 =:fx -I- by H- tlz, 
z = ex -H dy H- cz; 

enfin nommons et V les volumes des deux ellipsoïdes représentés 
par les deux équations 

ax^ -h by- -t- C2-4- 2 dyz + 2 ezx -4 2 fxy 1 , 

ax- H- by^ cz-H- 2 dyz 2 ezx -1- 2 fxy 1 ; 

on aura, non seulement 

abc — ad- — be’- — c/* -+- 2 de/ z- , 

abc — ad® — be® — cF 4- 2 def = , 
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mais encore 


VH'>' = i, Vx?=i; 
soient de plus, comme dans le § I, 


et posons 


it=zcosp, i' — sinpcosq, ir = sin/) suu/, 

5 = («.r -t- i>y + (vz, 


Q = (aa-*-!- br- H- ccc-H- 2 (h’(v 4- 2 Qiva -H 2 f //(•) - . 


Si l’on représente par f(ï.) une fonction impaire de ï, on aura, en vertu 
de la formule (27) de la page 287, 


(■) 


f(0 __ r"’' 


- X‘VQ;^ Q'^ 

Si l’on pose en particulier 

a = b = c=ii, (f—e=/’ = o, 

on aura, par suite, 

a = b = c= i, d = e = f=::o. 


V = '<?-i, Q 

V = /•, 


et la formule (i) donnera simplement 


(^0 


f(/-) 


-p-—J' J V{i) s,\np dq dp. 


L’équation (2) est précisément celle que nous a fournie la valeur de a 
que présente la formule (i i) du § I. Mais, si, dans la recherche de la 
valeur de a, on substitue l’équation (i) à l’équation (2), alors, au lieu 
de la formule (i i) du § T, on obtiendra la suivante 


(3) 


,.l> 




U L 




“(,ôl 


S \ sin/> (iq dp 


Q” 


la valeur de s étant toujours 


S - Ç H— ûi3 t. 


OEui^resdeC.-^S. I, t.VI. 
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Si maintciiunl on applitiuo a la loriuulc 
précédcniiuenl appli(]U('o a la iornuilc i i 
(.ion suivaiiK'- 


i la lut'llMult' ili* l'tMlui'fnnt 
(lu ^ I, (iU iilificniha l'injiia- 


(4) 


‘j r 


K *i 

O * /■ 


,n( 



l((s valeurs (!(' 


t{y i\ 


élaul précisément les niénu\s ({ue <lan> les fünuulr'' 
premier ])ara^'raphe. 


î^in. 


-- Application (f(\s f(n'/niilcs dalAn's Aiin'^ l» ^ At a t pis îfiu ! \ p if ^ 
nif cas où rcqiuttion carav(crisli(fiic o\i du \^-c*tnd dr-t^ 


Considérons en parliculier 1 (‘ {*as (h’i l'eifua!tt»n rarai'Cnn 4hjiîf* 
du second degré; e( supposons (rabord c|îir ! oîi aiî 


(i) V{,r,y.z.t) /“ ildr' ^ d 

û désignant luu'. c,ous(ante posilivc*. Alors, l (‘(|uaîîoîi do la -oirlaoi* i .1 
ractéristi(jne élaul 


(îcUe de la surface des ondes sera 

.H !■/ I ilV\ 

et les formules (16), (17), (iH) du ^ ! domiiuamî 


{/ (’ tr ! roH^^ s 

.r y Z /’ r / ’ 

c.oso I, ç r. 

De plus, les formules (19) du 1, étant réduit(‘N au\ NUHaütos 

-i” 4-Z“ .1, //\ I’ r\ - i\‘l »». 

représenteront un grand cercle (h; la sphiu-c dctnl le ravuii (•■.i rumt»- 
On aura donc encore 


k l, 
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cl la Ibrnnile (20) du § I donnera 

/• ' 

ou, ce qui revient au même, 

( 2 J s — ^ I^( 1 ) -H^(r -^£2 O H (/; — £^) 

2 /* 

Il est aisé de s’assurer directement que cette valeur de a vérifie en effet 
l’équation caractéristique 

[D|-£2^(Dî. + l)].H-I)|)]ar=o. 

Il est clair d’ailleurs qu’elle se réduit à fT(r), pour/=:o. 

Supposons en second lieu 

( 3 ) zz: t~ — ( aa?^ c -4- 2 cl “t“ 2 e -H 2 I ./■ )■ ). 

x\lors, l’équation de la surface caractéristique étant 

ax^ by^ -4- cz^ -+- 2 dyz -+- 2 ezx h- 2 fxy zz: t-, 

l’équation de la surface des ondes sera de la forme 

ax- -+- by^ -t- cz- -+-'2 dyz -+- 2 ezx H- 2y xy — t-, 

les relations entre les deux systèmes de coefficients 

a, b, c, cl, e, f; a, b, c, d, e, / 

étant les mêmes que dans le second paragraphe; et, si l’on pose, pour 
abréger, 

J 

zrr (a W- -l- }3 H- C 2 cl ViV -h 2 C iX’U -h 2 f UV ) “ , 

1 

= (aæ- -h by^ -4~ cz"- + 2 dyz ~\-^ezx H- ‘i fxyY , 

les formules (r6) et (17) du §1, jointes à l’équation (6) du même para¬ 
graphe, donneront 


( 4 ) 


ax -h fy -4- ez fx’~\~ b y dz ex ~\~ dy cz •à' 

a fr H- e fw 4 - b p H- ci ip e H- d h- c _ £2- 

y .G ç 


X 
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On aura par suilo 

( 5 ) ^ 12 ,. 

Faisons (railleurs, jioiir alua'gi'r, 

i 

D :_[(;((/ l- fc l-(MV)’ 1 (0/ i lu- i- (Itvr i (Vil <lr • cvi V'!'. 

On tirera encore de lu (‘ormule ( \ ) 


n 12> 

r ■; 


H 12^ . 


par coi\s('([uent, (Ui ('gard à la Idniuile ^i8) du I. 


(()) 


< n 




elles équations (19) du 1, jointes à lu liirimile '' '1 . (htimeruiil 

( 7 I ax’-l-cz’- 1 -•.((1 yz ! •>.ez\ l■■•.^xy D, ■r\ r\ :■/ •>. 

Dans l’ellipse que représenteul les deux d(M‘uii‘res ('‘(|ua(itms, (|uaud ou 
y considèiai x, y, z comiiu* seuh's variald<'s, le prtidiiil Iv de'' deux 
demi-axes est déteruiiiu! par la Idnmile 

k , 4 , - D. 

et de celle-ci, jointe à l’isquatiou (6), on tire 


k (‘oso 


ï 12- 


la valeur de ’<? étant la infune qiu^ dans le II. <i(‘la post’', coiinue la 
quantité ici désignée par ü ne dillere [)as de (udle (jiii, dans la for¬ 
mule (4) du second paragraplu;, se trouve. repia-senUM' par la lettre Q. 
cette même formule, jointe à l’équation 


donnera 


.V ç I- (üZ - 12 i -1 < 0 /, 
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ou, ce qui revient au même, 

^ g ^ y (’‘'~l~^)n(l;-H -0 + (v — < ) II ( I. — t) 

2v 

II est aisé de s’assurer directement que la valeur de a, donnée par 1 ’ 
quation (8), vérifie en effet l’équation caractéristique 

[D,^ — (aü 1 -H bD|. + cD| h- aclD^D^ 2 eD-D^. 4 - afD^Dy)] a = o. 

Il est clair d’ailleurs qu’elle se réduit à I 1 (ï ) pour t = o. 


146 . 

Mécanique céleste. — Noie sur une Iranscendanle que renferme le dèv 
loppemenl de la fonction perturbatrice relative au système plan 
taire. 

C. R., T. Xtll, p. 682 (4 octobre i 84 i)- 
§ I. — Considérations générales. 

Soient, pour la planète m et au bout du temps t, 

r la distance au Soleil ; 

P la longitude ; 

'\i l’anomalie excentrique; 

T l’anomalie moyenne. 

Soient encore 

a le demi grand axe de l’orbite décrite par la planète m-, 

I l’inclinaison de cette orbite; * 

e l’excentricité ; 

ccrla longitude du périhélie ; 

çp la longitude du nœud ascendant. 

Enfin nommons 


/•', p', 'Y, T', a', i', d, m', 
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ce (|U(* deviennent 

/-, P, <{;, T, a, i, B, o 

([uand ou passe de la planète m à la planète m'; la distance i‘(‘(!lle 
des planètes m, ni au bout du temps t, et o leur distance apparente. 
La fonction perturbatrice R sera, comme l’on sait, 

m'r „ m’ 

I I I R =: — JT COSO -f- . . . — . . . , 

j.n ^ 

la valeur de x étant 

la) ^r= (r- — 2/t'COSO-4- /•'-)-• 

D’ailleurs, en nommant y] la tangente de la moitié de runglt' doiil 1 (‘ 
sinus est £, on a, pour chaque planète m, non seulement 

/' — «(i —£COSt|^), 

niais encore 



(5) COSO =r P C0S(/— P -t- II) 4- V COS(p'— p H- <E), 

U-, V, II, désignant quatre constantes dont les deux premières sont 
liées à l’inclinaison mutuelle I des orbites par les deux équations 

v = sin4, p = 

tandis que les deux dernières vérifient les formules 
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Si l’on développe R suivant les puissances entières des exponentiell 
trigonométriques 

on obtiendra une équation de la forme 

le signe ^ s’étendant d’une part à toutes les valeurs entières positive 
milles ou négatives de d’autre part, à toutes les coinhinaiso 

que l’on peut former avec les planètes m, m', ... prises deux à dmi 
et la valeur du coefficient (/«, m'),,,»' étant fournie par les équations 

(9) (^^1, )/j 

[A„„.= ~r f 

47r'-J„ r- 

(10) j , ‘.TZ «-K 

Or on peut ramener le calcul du développement de R au calcul de de 
espèces d’intégrales définies, savoir, de celle que renferme le déveU 
peinent de la fonction 

_ 1 

(ti) A = [). — fi cos(/.i'—sj)l - 

suivant les puissances entières de l’exponentielle trigonométrique 

e(/<'-/>+w) J 

la valeur de \ étant 

, I / «. n'\ 

X=: - - H- — , 

2 \a a 1 


et de celles qui naissent du développement de la fonction 

siu'l» sj— 1 


suivant les puissances entières de l’exponentielle 


c’est ce que l’on verra dans les paragraphes suivants. 
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§ II. — Valeur de A„,„'. 

Comme nous l’avons prouvé dans un précédent Mémoire, on a 

la valeur de Pa,a' étant nulle lorsque les valeurs numériques de h, h' 
dilFèrent de l’unité, et la valeur de Qa./,- étant de la forme 

(?.) ^hji — qhq'k- 

Comme on a d’ailleurs 

P,., ^\-,e^f-\ 

P_,,,= ifAen^^, p.,_, >, 

l’équation (i) peut être réduite à 

1 A„,„-= ^ V {q-,q',, -H y, q\ '-‘t’) v' ' ' ) 

(3) J 

I +~l>-{q\ r/_iy;<r i ). 


Quant aux valeurs de 


qu q\, 


elles sont données, sous forme d’intégrales définies, par les équa¬ 
tions 


/ £ \“ I _ ^ 

(4) ^*“^(^27)/ au/ (i — (i — ■r\e~'^'i'~'■'] c. 


(5) q\=a'-^ 


1') ’-L r 

,271 y 2 nJ^ (i 

et, pour déduire de ces formules les valeurs de 


e - 'V'f-' 


q-i’ q-i> 

il suffira dy changer, dans les exponentielles, le signe de ou de 
D’ailleurs, comme on a 

dT'= (, _ £<cos^') d^'= _ 7,e+’v^‘) ( t - 7,V-+V^), 




EXTRAIT N" ikG. 


343 


line seule intégration par parties, appliquée à la formule (.)), donnera 

/ ^271 _ 

(6) q' =— ~ ( (î — dh. 

-n' 9.11 ^ 

Si, dans les formules ( 4 ) et ( 5 ), on substitue pour 7 , T leurs valeurs 
tirées des équations 

T'z=.^y —s'sinj^', 

alors, en posant, pour al)réger, 

X* 2 71 

( 7 ) 6 \. — — / v/~ d'b, 

on trouvera 


[( I Ht- à r\^) Ô — '/j -2 — 3 (*/] H" ' 0 '* n ■+■ ( 3 Tj" -h Yj ' ) O /,_i — Y^'C „ 

f/_i n:: <r?, [(i -h 3 ri“)rS,^_.2 — 3 (■/] H” ri'^)n ,, -4- (3 yj- -f- — YjV: 

|)uis, en nommant rJ\ ce que devient 6 \ quand on remplace s par £' et 
n par n , on trouvera encore 



H)) 


(j — lï CL - ( CJ ,j' Cj —1 j , 

< 

( ' r i s> / ^ JC h \ 


Ainsi, chacun des quatre coefficients 

7-1. 7'i’ 7'i 

se trouve exprimé à l’aide d’un petit nombre de valeurs de la transcen¬ 
dante 

O k ou rv 


dont la forme est donnée par l’équation (7). On peut tirer d’ailleurs 
facilement de l’équation (7) la valeur de la transcendante dont il s’agit, 
développée en série convergente. En effet, comme on a 

'Ü/v'" _üie-;'v'“ 

e«5siii|v'--'= e‘-“ e - 


OEuvres de C. — S. I,t.VI. 


44 
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il suffira de développer chacune des exponenlielles 

suivant les puissances ascendantes de £, pour en conclure ({ut! la va¬ 
leur ou le coefficient de 

g /4 sj~ 


dans le développement de la fonction 

^>/iSsLn î 


se réduit, quand k est positif, à 


(î/iê)''-' r r (j/zs)- I (.}//£)’■ 

i.i.-.k />■-e 1 I (/.'-f-1) (A+-'i) i.-ï 


(,.id'Y' 


Cette dernière équation fournit, eu i/énéral, le moyeu de calciih'r faci¬ 
lement la quantité 6 ',,. La valeur ([u’elle donne pouiv'’/, (‘s( évidcunnuml 
positive et inférieure <à rnnité <{uand on ;» 


.! n £ y'k I - r. 


Pour de grande.s valeurs de k, on aura scfnsildement 


I .. 


.k ‘ 

.. =: {9.r.kYe. \ 




k “i” I 


“h 


( \ rn Y 


{k H- i) {k 2) 


et, par suite, 

(fi) 


- 

O A* - 


{AÏS 


(.TT/O 


(inzy 
A t r 


A » 1 


Les formules qui précèdent fournissent le moyen de calculer (ri-s faci¬ 
lement le coefficient surtout lorsque //, «'sont de très grands 
nombres. Dans un prochain article, je donn(n*ai rapplicalion des 
mêmes formules à la détermination du coefficient H„„-. 
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:ri7 

! 47 , 

*\îAiiii Miu<H i . Sur Ir dn't'lopfH^frvïU du n\Htr qui coniplvlv 
lu M rif i/t’ Iuylt>r ru u/ir Afvvr uuuvr/lr, 

^ . Il., I. \ llî. I» N j * ! #‘i nri !>{’«• ï H j 11. 

J'ai tloîiur îiîi >!t*îuüir«‘ l(*s de la (‘(uiver^eîici^ 

des M*ries cjiii nai^'^eîif du di‘velup|H»UH‘Uf (l(*s lüîndiuîis expririt(‘s uu 
Iîiî|dii’iîrN. «‘î |înMî\e qui* re.s Nrrie> re,s|ent ^(UierahuïKuU (’ 0 îiv(U‘{j!;(‘ales 
faut qut‘ If'N tuîuiiuuN c‘f IfiH's dari^ées du piaunier ordr(‘ (‘oiili- 

îillc^N. aîlleîU\H les [iriîu'i|H‘s, desqîuds j ai disluil <*c!fe prupusiliuii 
tiaiis le \!f*îuuire de îS »i. tdiîridNseiiî en\-iueïues les develojqHUueîils 
ddui ^'raïui üuiuisre de leiieliuiu» vu NîU’if*, ef eu pariieiili(*r les séries d(‘ 
La|4raiij4«% de ra\lnr et de ^laelauriu. Je \ais aujuiuariiui déduire d(‘s 
iiiéîues priîiîdprs uue furîiiîtle iiuiivelle «jui peut être euiployêe avec* 
avantage daUN la suluîinu de divers pruldeiîies. r.i*He uuuvelli* furrnulc* 
sert a eeînerlir le rente, tjuî efiuipléle la sérié de Taylur, eîi une autre* 
nrrie duiit le-.di\eîn leriiîes siuit respis*Ii\eîîieiit propurtiuuuels, non 
jdîis aux drri\ees di* di\«*rs iirdri‘s tle la fuin-îiuu que ruu (‘uusidi'rc*, 
îliain aux demeen de iiieliie «u’dre de eeîle luîieticui (‘î d<* plusieurs 
aiiiren qui l'uriiîeuî a\ee eût* une pru^resnion ^énuielrique diuil la 
rainuii est ta \arialde ineine. !l*ailh‘iirH la ucuivelle série* juiut, (‘uïumc* 
la nerii* de TaUer, dt* eefle propriété reuiurquahle que, si un Farr'éte îi 
ilî! terme duîiiie, il sera faeile de ealetder une limite d(* rerreiir c‘oin- 
Hiise en \er!ii de rumissinii dt*s îm'im*s suivants. Dans plusi(*urs <‘as, 
par exemple, quand la fVuietinn dmaiet* se réduit à iiîie puissanre ddui 
binùme, ta iitnnellt* serti* peut euiiVer^et* tri*s rapidement dans s(‘s pn*» 
liiiers ti*rfiien, et elle touriiit alors le miiyeu de eal<‘iil(*r sans peine, 
avee une i^raiidi* approxiiaatinn, le reste propre h (mmplélt’t* la série* de* 
Newton, Ile idest pas fiiiit; les déveliqqH*iîn*nls de* elive*t*s(*s fdne^liems 
îranseendaiiles peuvent etre eompletés ele* lu même* inauii*r(* par ele*s 
série*s epii, étant très eiiiiV4*r|^«‘ïiît*s ehuts !e*ürs pre*itiie*rs (e*rme*s, p(‘rnte*t™ 
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lent d’évaluer avec facilité les restes de ces développements. Parmi ces 
fonctions, on doit distinguer les logarithmes, les arcs de cercle cor¬ 
respondants à une tangente ou à un sinus donné, diverses intégrales 
définies, etc. 

.le viens d’indiquer les principau.x. résultats auxquels conduisent les 
formules que renferme le présent Mémoire. Dans un second artich', je 
montrerai la grande utilité de ces formules appliquées à la Mécaniijin* 
céleste, et en particulier au développement de la fonction perturba¬ 
trice. 

Analyse. 

§ P'''. — CO?u[dérations générales. 


Soient f(.r) une fonction de la variable x, et 

X, ^ 


une variable imaginaire dont le module soit supérieur à .r. Si la fonc¬ 
tion f{x) et sa dérivée du premier ordre restent finies et continues 
pour un module de x inférieur à z, on aura 


(') 


f(.r): 






dl>. 


Donc, si l’on attribue à la variable x un certain accroissement h, telle¬ 
ment choisi que le module de la somme x -\- h reste inférieur à 011 
aura encore 




f(.r+ /!)== 



gf(g) 

— [V — h 


dp. 


D’ailleurs, l’équation (1), différentiée n fois de suite par rapporta x, 
donnera généralement 


O) 


I 

i .2. . ,n 


Dïf(a.)=: 



Çf(0 




dp. 


Si maintenant on développe, dans la formule (2), le rapport 


I 


Ç — X — h 




K\TU \rr N" t'i7. 


en tint- iiru”rcN-,i(iii ■^foiiH'Iruiiic ordouru'c sdivaiil les puissances as- 
• ■('udauti's «le h, on troiucra 


/• I" I r ,r /n 


«'I. eu c^ard a rcijtialion ! , la iuriunle . ■ ihninci'a 


11'' ' 11 ' I 11, l’i ,!■ 1 . * h l't '■ 1 

1 I I . > ' 


1 . ‘ . 1 n 


ir: * l'i r ( 


la val<‘ür <lr /* rtaîîl 


La loruHili’ . qui laurniî la \ah‘ur dv ï a* i /i , airia^ pour soroiul 
UKUîihrc* la sprio «lo ra}li»r a\t»r Ir rrstr qui ruîupli*tr retfr surit* ai*- 
rùlût* aprt*s lu |t*ruit% Ihi Naît <l*ailltuirs tjut* ta* rush* p<*u( (‘uroru 

vire pruMUiîi* sinïH la loruM* 


î . * . a i 


f ^ ir: ÏI r h 


i hi a ilniir iiluîitiqtiuiuuiiî 


I lr;î\r , // :u/: 

^ t^. i /I n 


LfUirtniHïH iiiaiiUtuKtîît tjui% tiaus rùquaîiou , un <lûv<*lopp<* h* rap- 
iMHi 


suivant lus puiHnaiirus aHrrîîtiaiilt*^ tlt* ^ a Taitlt* tlt^ la loruiulr 


r /i r" I / // f 
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On en conclura, eu égard a la formule (3), 


! 0 ) r,,: 


A" 


1 . 2 . . A n — I) 




la valeur de ï,„ étant 

(H) t, 


h'> 


I ?“■ 

rj, C-.r)» 


{x-h/i)" 

Çm-Mf(Ç) 


dp, 


(Ç — ^ — /<) 

OU, ce qui revient au môme, en vertu de l’équation (8), 


(£ 2 ) 


{x h}' 


./ 1 . 2 . . 


(« — l) 


l)2[(..z' + /i — 3)"' f(.r 4- A — =)] dz. 


Lorsque, x et A étant réels, la fonction f(x;) est elle-même réelle, et 
reste continue avec sa dérivée entre les limites = = o, z = x -h /i, on 
tire des formules (7) et ([2) 

(1 3 ) + 

et 

(14) ■ 

0 désignant un nombre compris entre les limites o, i, et dont la valeur, 
variable avec x, ne doit être substituée dans les formules (i 3 ) et (r/i) 
qu’après que l’on aura effectué les différentiations relatives à x, en 
considérant le produit 6A comme constant. 

Quoique le second membre de la formule (9) offre une progression 
géométrique divergente, il arrivera souvent que la série comprise dans 
le second membre de l’équation (10) commencera par converger très 
rapidement. Alors on pourra se servir de cette série pour calculer avec 
une grande approximation le reste r„ de la série de Taylor. L’équa¬ 
tion (i4), ou les équations du même genre que l’on pourrait déduire 
de la formule (12), si la quantité h et la fonction f(3) devenaient ima- 
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:T)I 

Ma‘\iroiiî a ti\rr las liiiiiîas «la r«‘rr«Mir «‘«)im!rîs«* dans l’ava- 
lualicHi up|H'a\iîüah\a «lu ras|«* 

St, claüN las fuî’iiHilas I , Hi , î *» «‘t i I , an r«‘îHpla«*(‘ .r par /ar«), 
aî /# par 4\ «Hi «diîiaiMlra «1 aiilr<*'N fîH’niu!«‘s «Fuiî «ui paurî'a sauvaiil 
taira üsa^«‘ |Htur «la|ariiuîHa\ a^«*a him‘! jiraii«l«‘ appr«f\îiîiafion, l(‘ n\s(<‘ 
ijui aiHiiph'lt* la st*rî«* «1«* Maalainin. «^f pnür ti\«a‘ 1«‘S üiaiîiss «1«‘S (‘î*r(‘in's 
aiimiïiisi'S ilaiiN r«‘\aliiali«Mi «!t‘ aa îiM''ma ri'slt*. 

^ IF /r I fnfiti ti'iiiif piiixstifii't' ti'iin Imu'uNi', 

la»rH«}ll«\ «lailH la^ loriiill!a> ^ j •> pf \\ «lîî ^ I‘*‘\ «>11 posi» 

t‘ I ' / , 

^ ilasi^iiaiit tiiM^ «|iîatiliîa rt‘«‘ll«\ ttu «thîiriil {!«*'■> «‘«pialiaus (pii fournis 
'“'«‘lïF iitiîi HoiîlioiM‘ 11 1 la ilf*\a!«ippj‘inonf rnimii «1«* 

i il 

vît iiiia s«*ria iirfliniiioa sim.nîî Ion pnissaîiaas aM‘aiHlaiiît‘s «la /», mais 
i*îiaiira la r**sîi' ifi* <’a|la «la\tdnp{H‘ lîîi^màHia «ni îiaa siaunnh* 

s«*ria «pu «aiïi\af“o îrrs rapuiaiîiaïif «laiis sas pîa»îîiN*rs îmaiH*s, «piami !«* 
iioiïilit'o /i «la\ioiil Iras «»t «pii jtMiiF «’oinnn* la pîanniiMa*, «1«‘ a«‘tl«' 

jiriijiriala raiiiaripialdis «prtiîi ptaïF an rarr«‘laîif a un Fn'iin* «pial- 
aiiîiipnn «laliniiiiîiar fanlrtiiaiiî tint* liiîiiF* «la r(‘î’n*nr a«>iiuiiis(» vu v<‘r(n 
lia roniîssioît lias forinaN siin^iiiîs* Fit idlaF «lans «'«‘Iti* hypnîhàsa al 
i*îi posaiiF paiir ;ilira‘n‘ï% 

I i î « I /I M 

i «IJ» 

t * /I 

«lit friîîi\f‘ra 


! 

> i /i ’ / ^ s 



» % t J /i ■“ # * 


1 î,, |/a-' * 

* 1 / 

» 1 

/ J /i“' i ’ 

« ^ j 

' %î î 

/ /l 

" 1 t.j 1 

> 1 h i* ' ^ 


1 ^ ■ fn t !„ 1 

j .r » il a" 


1 1 

i ’ 1 //I =S ,5 

- 1 

iià ’ 1 ’ 

.a* ^ ^ A/ 

; r 



i ^ 

an * ' ’n 

i 1 

h- 

n ^ m n ^ 
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Û désignant un nombre renfermé entre les limites o, i. ür, d’une part, 
lorsque n devient très grand, la série que renferme l’équation (2) 
converge très rapidement dans ses premiers termes, dont la somme 
est 


(-^ ~t~ Ofi-1 (.V 4- 

X'h f^x 

— 1 J a H- 1 _ t _(.V -+- I') (^ -f- 2 ) I 

.<■ H- /( |_ s — n -\- 1 X -y- k (,« — /t 4- 2 ) (3) (.r -t- A)- ’ ’ 

et, d autre part, la formule (4), ou les formules analogues que l’on 
déduirait de l’équation ( 3 ), si h ou ,t devenait imaginaire, fournissent 
immédiatement une limite du reste qui complète la seconde série ar¬ 
rêtée après le terme dont le rang est rn. 

Si, dans les formules précédentes, on remplace x par l’unité, et // 
])ar X, elles donneront 


(">) 

((>) 

(7) 

(8) 


(1 H- xY— X 4- (.v)|.2’ 4- . . -1- (5)„_i JC"-' H- / 

—_ ('^ 4- 0,1- 1 ^ ( .; -t- n i — i )„_i 

‘ LI 4- .c 


ti 4 -.r)^ 


( 14 - .r)" 


- 1 - 4 ; 




— {s Jll)n 




: (i-h 


Enfin, si, dans ces dernières équations, on remplace x par — x, c( ,v [tar 
— s, alors, en posant, pour abréger. 


on trouvera 


s(s-j~i),. ,(s-h n -i) 
1.2 .. . /^ 




^ “H . . 4-4- 

( 10 ) r„ = jc4I4irî 4 . If - + 

Vi-ai {j-xY {i-xy- 

( 1 1) „,„ = [* _ m], (TZ^^jT -"-Hi ~ ^ dz; 


/>! î 
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Si l’(ui (livisf par .v les di-ux iiicnihrcs de chainuit' des ('‘((uaUoiis ,, 
, ^8"*; si d ailifiirs, apri's av<»ir (‘crit, pour al)r(“f!;(‘r. 


au lion do 


r,, fl 


ft 


OH rodüil i il /orn, alors on verra 1<‘ ra])porl 


se réduire simpleuieitl ;i 
el l'oii troinera 


I î ' .r } I 

'il 

lit ri, 


I I 


! J ,‘î î I 'i 

/I I 


! î r 


n i 


I I I 

î I H i I i ■ r i' 

t .*,.«{ I î 


t I I 


fn I 


■ 


î . ’t f 

‘M f/i ‘U i I t 
i 
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iîi‘rtHis iri :i i‘ïi îîiiliijlirr ijiîrltjUi*saiiii*s. 

Si daîis f{iriiiidi*H î'I , î| , iiti ri^uijdan* .r par a* ^ i,(adlrs 
ijüi* 1*11» itlitiiaufr.i ffiiîriiiroiîî, ihîii sinih*îii<*îit le dévidapp^’ïnonl (■(uuui 
itf* ari’faiig.r, maïs le renfi* ipii le riHiiplete, déveli^ppé lui- 
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Si daiiH riiilrgralr 
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on substitue pour (i — ^ sa valeur tirée dos formules (9) et (10), 

on obtiendra, non seulement le développement connu do la fonction 
arcsina?, mais encore le reste qui le complète, développé lui-mèmo on 
une série qui sera très convergente dans ses premiers termes, quand n 
sera très grand. Des remarques semblables sont applicables aux inté¬ 
grales de la forme 



ainsi qu’à une multitude d’autres, et en particulier à certaines inté¬ 
grales que l’on rencontre dans la Mécanique céleste, comme nous l’ex¬ 
pliquerons plus en détail dans un autre Article. 

En terminant ce Mémoire, nous observerons que les formules (i), (2), 
( 3 ),‘(4) peuvent se déduire, non seulement des principes établis dans 
le ^ I, mais aussi de l’équation 

r" Z-^dz _ TT 
J„ I-I-- “ sinTi.f’ 


qui subsiste pour des valeurs de s comprises entre les limites «, i, ou 
plutôt de la formule 


{x 4 - *)-•' = 


sinTii r 
^ J a 


z~^dz 

X h 


que l’on tire de l’équation précédente, en y remplaçant par 


148 . 

Mécanique céleste. — Note sur la substitution des anomalies excentriques 
aux anomalies moyennes, dans le développement de la fonction pertur- 
hatrice. 

G. R., t. XIII, p. 85o (^5 octobre 1841 )* 

Le calcul des perturbations des mouvements planétaires exige le dé¬ 
veloppement de la fonction perturbatrice en une série de termes pro- 
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on trouvera 



e-nT^-x dT—(S>n-h 


Donc la formule (i 3 ) donne simplement 

IV ) 

(14) ^ C/,i' C/,/'C5 „-/0 


le signe 2 s’étendant aux diverses valeurs positives, milles ou néga¬ 
tives de /, V. Les formules (10), (n) et (i 4 ) suffisent pour montrer 
combien il est utile de construire, ainsi que l’a fait M. Bessel, une 
Table propre à fournir les diverses valeurs de la transcendante 6 \, de 
laquelle (Da se déduit aisément à l’aide de l’équation (9). Cette Table 
étant construite, la détermination de B„y se trouve réduite au déve¬ 
loppement de - suivant les puissances entières des exponentielles 

éi'F''-, e'I'V-î. 


Au reste, la même conclusion se déduirait des deux formules quii 
M. Jacobi a données dans le Journal deM. Crelle (XV® Volume, i 836 ), 
pour la détermination des coefficients de cos/ijT et de sin/ijT, dans les 
dévelop|ements de cos/'j» et de sin/'j;, et qui se trouvent comprises 
l’une et l’autre dans la formule (9). 

Nous ferons, en terminant cette Note, une remarque essentielle. 
Quoique la sommation indiquée par le signe 2 dans la formule (i 4 ) 
embrasse, à la rigueur, un nombre infini de valeurs de l, V, cependant 
le nombre de celles dont on devra tenir compte pour obtenir en nombres 
la valeur de B„y sera fini et souvent peu considérable, attendu que, 
pour de grandes valeurs numériques de k, la valeur de é\., et par suite 
la valeur de ®a donnée par la formule (9), seront généralement très 
petites. En effet, nous avons déjà reconnu, dans la Note précédente, 
que l’on a, pour des valeurs positives de k. 




1 . 2 .. .k 


[- 


k-^i 




(t5) 


I 


••■]=(-O"-cS^-/o 



extrait N-’ IW. 
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et nous en avons conclu que, pour de grandes valeurs positives de X-, 
on a sensiblement 


(i6) 


6‘,,z 


'~/r 


^ _X_ 

(2 TT A ) 


A’ + i 


Or, comme chacun des lacteurs renfermés dans le second membre de 
la formule (iG) devient très petit pour de très grandes valeurs numé¬ 
riques de/f, il en résulte que la transcendante offre alors elle-même 
une très petite' valeur numérique. Il suit d’ailleurs de la formule (7) 
(fue, dans tous les cas possibles, cette valeur numérique est rigoureu¬ 
sement inférieure au module du produit 

k Qü. £ Sin t}; ^ 

(‘/os(-ÎHlire à ruiiiic. Roniarcjuons encore que, dans le cas ou Ton a 

“f/^s < \/A-h I, 

la série (comprise entre paiauitlièses dans le second membre de la for¬ 
mule (i/)) est elle-ménu' un(‘ quantité positive inférieure k Tunité. 


149. 


Analyse mathématique. — Noie sur le dé^eloppemeni des fonctions 

en séries. 


(L R., l. XIH, p. 910 (8 novembre 1841 ). 

Une fonction d’une ou de plusieurs variables peut être développée, 
dans !)caucou|) de cas, en une série convergente, simple ou multiple, 
dont l(is divers termes présentent une forme donnée. Ainsi, par 
exemple, une fonction d’une seule variable peut souvent être déve¬ 
loppée en une série dont les divers termes soient respectivement pro¬ 
portionnels aux puissances entières positives ou négatives de cette 
variable. Or, la forme du développement étant donnée, il est très impor- 
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tant de savoir si l’on peut obtenir ou un seul ou plusieurs développe¬ 
ments de la même forme. La question est facile à résoudre, lorsque 
les divers termes doivent etre proportionnels aux seules puissances 
entières et positives de la variable. Alors on prouve aisément que le 
développement est unique; mais la preuve fournie dans cette hypo¬ 
thèse n’est plus applicable au cas où le développement renfermerait à 
la fois des puissances positives et des puissances négatives de la va¬ 
riable. Il paraissait donc nécessaire d’examiner de nouveau la question, 
même pour les développements en séries ordonnées suivant les puis¬ 
sances entières des variables. En m’occupant de cet objiq, je sais 
parvenu a établir divers théorèmes généraux relatifs à des développe¬ 
ments de forme donnée. Je me bornerai aujourd’hui a énoncer quel¬ 
ques-uns d’entre eux, me réservant d’en développer les démonstrations 
et de traiter la même matière avec plus d’étendue dans les Exercices 
d'Analyse et de Physique mathématique. 

Il est facile d’établir les deux propositions suivantes : 

Théorème I. — Si une série ordonnée suicant les puissances entières et 
positives d’une variable réelle ou imaginaire offre une somme nulle, tant 
quelle demeure cornergente, chaque terme sera séparément nul. 

Théorème II. — Si une série convergente, et composée de termes pro¬ 
portionnels, les uns aux puissances entières positives, les autres aux puis¬ 
sances entières négatives d’une variable réelle ou imaginaire, offre une 
somme nulle, pour un module donné de cette vatdable, quelle que soit d’ail¬ 
leurs la valeur de Vargument, chaque terme sera séparément nul. 

De ces deux propositions on déduit immédiatement les suivantes, 
dont la première était déjà connue. 

Théorème III. — Une fonction continue d’une imriable ne peut être dé¬ 
veloppée que d une seule manière en une série convergente ordonnée sui¬ 
vant les puissances ascendantes et entières de cette variable. 

Théorème IV. — Une fonction continue de la variable x ne peut être 
deieloppee que d une seule manière en une série convergente qui se corn- 
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pose de termes proportionnels aux puissances entières positives, nulle et 
négatives de cette vanahle, et dont la somme représente constamment cette 
fonction pour un module donné de la variable, quelle que soit d’ailleurs la 
valeur de Vargument. 

Le Ihéorëme IV cesserait d’être exact, si, pour le module donné de 
la variable, la fonction développée en une série convergente se trouvait 
représentée par la somme de cette série, non pour toutes les valeurs 
de l’argument, mais seulement pour celles qui seraient comprises entre 
des limites données. 

On peut du théorème IV déduire un grand nombre de conséquences 
dignes de remarque. Pour en donner une idée, considérons une fonc¬ 
tion rationnelle quelconque de la variable x. Cette fonction rationnelle 
pourra être regardée' comme formée par l’addition d’une fonction en¬ 
tière et de diverses fractions simples dont chacune sera proportionnelle 
à une puissance négative d’un binôme. Or, une telle puissance étant 
toujours développable, ou suivant les puissances ascendantes, ou sui¬ 
vant les puissances descendantes de la variable, suivant que le module 
de cotte variable est inférieur ou supérieur au module du terme con¬ 
stant du binôme, on doit on conclure qu’une fonction rationnelle de la 
variable x sera, pour un module donné de x, toujours développable en 
une série convergente dont les divers termes seront proportionnels, les 
uns aux puissances entières positives, les autres aux puissances entières 
négatives delà variable, et dont la somme représentera cette fonction, 
quel que soit l’argument de la variable. Cola posé, concevons que, par 
un moyen quelconque, on soit parvenu à déduire immédiatement une 
semblable série de la fonction rationnelle donnée, sans recourir à la 
décomposition de la même fonction rationnelle en fractions simples. 
Cette nouvelle série devra, on vertu du théorème IV, se confondre avec 
la première. A l’aide de cette seule observation, on peut facilement 
établir, non seulement les formules connues qui servent à déterminer 
les sommes des fonctions semblables des racines d’une équation algé¬ 
brique donnée, mais encore une multitude d’autres formules, par 

OF.wres de C. - S. I, t. VI. 46 
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pxeiiiplt', celles qu’ont obtenues Lagrange, Laplace et Paoli pour le 
•léveloppement en série d’une fonction de la racine la plus rapprochée 
de zéro, ou de la somme des fonctions semblables de plusieurs racines. 
On peut même, à l’aide du théorème IV, prouver que ces diverses for¬ 
mules sont applicables, non seulement aux racines des équations algé¬ 
briques, mais encore, sous certaines conditions, aux racines des éejua- 
tions transcendantes. 

An’-UYSE. 


Si une équation de la forme 


(7o -+- «2^° -H. . . = O 

subsiste, pour tout module de la variable æ inférieur à une certain<‘ 
limite, il suffira de réduire x à zéro dans cette équation, multipliée par 
un terme de la progression géométrique 


pour obtenir successivement les formules 


Celte démonstration très simple du théorème I peut être étendue, 
t omme 1 on sait, au théorème III. (Voir XAnalyse algébrique, Chap. VI.) 

Lonce\ons maintenant que le module de la variable réelle ou imagi- 
naiit X soit repiésenté par X, et 1 argument de la même variable par/;, 
en sorte qu’on ait 


^ = XeeV-‘. 


Si, pour une valeur donnée du module 


X, une équation de la forme 

1 (X _2 XX/ “ —j— ... " O 


se venfie, quelle que soit la valeur de 
par rapport à/;, et entre les limites 


l’argument/», il suffira d’intégrer 


P —O, 


P = ir:, 
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les (leux membres de la formule (2), multipliés par 

dp, 

pour obtenir réquatijon 

«« = 0, 

// (Haut une quantité entière quelconque positive, nulle ou négative. 
Doue alors la formule (2) entraînera les équations 

(i) <7.0 ~ O, rt,-—O, a_i — o, = 0 , .... 

dette démonstration très simple du théorème II est fondée sur un arti- 
tiee de. cahiul analogue à celui dont Euler a fait usage pour développer 
une fonction en série de termes proportionnels aux cosinus des mul- 
lipl((s d’un même arc. D’ailleurs le théorème II, une fois établi, entraîne 
immédiatement le théorème IV, et toutes les conséquences qui dérivent 
d(' ('clui-ei. 

Il importe d’observer que, si l’équation (2) était seulement établie 
l>our (les valeurs de l’argument/) comprises entre certaines limites, elle 
n’entraînerait plus nécessairement les formules ( 4 ). A l’appui de cette 
ohs(n-vation, nous pouvons citer la formule 

1,1, ,1,1. 

(;)) -.i' -h x.r’ — -p .r'* - 4 - ... — 2?-' H- ^— - æ—" -h.. . — o, 

3 3 5 3 O 


([ui subsiste, quand on y pose 

X -xz. e/V-', 

non pour toutes les valeurs possibles de l’argument p, mais seulement 
|)Our des valeurs de p comprises entre les limites 

TT Tl 

Observons encore qu’à l’aide d’intégrations définies on peut réduire 
d(‘s séries de diverses formes à des séries ordonnées suivant les puis¬ 
sances entières positives ou négatives de certaines quantités. Ainsi, en 
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particulier, de ce qu’on a, pour des valeurs réelles et positives de i 
et de n, 


r 

J. ^ 


— COS np dp = ~ 

il résulte qu’une équation de la forme 

(6) r(p) = H- cos P + cos 2/-? . 5 

quand elle subsiste, quel que soit l’anglCjO, entraîne la suivautcï : 


II 


a y ■+■ a., e -h . • . . 


Pareillement, de ce qu’on a, pour des valeurs réelles (A positives d(‘ / 
et de n, 

J ' —; sin «P (ip = - 

^ /•--1-/52 ^ ‘ -2 

il résulte qu’une équation de la forme 

(S) f(/5) = «1 sin/) 4-«s sin 2 p H-... 

entraîne la suivante : 


(9) 

On a encore 


‘ ' r 

f sin P 


d’où l’on tire 


■ ‘-P- 

/ . ; -^ siii /2 dp = - 

./o fPr--hp^ 2 ’ 

de sorte que, si l’on pose 

( 10 ) f(p) =Z 1 + «J 4 - r/-’-+7> ’ 

on conclura la formule 
2 r” . 

(^0 “ / f(^)sinp m:: ûto -f- —1~ (22 -1—.... 

d(\ 
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H suit <l(' {^os r(‘niar(|U('s (jue la (lévcloppamcnt (runc fonction f(/;) en 
uui^ snri<^ seml)lal)I(‘ à (juc renlenne Tune des formules (6), (8), 
(nf peut (Hri^ réduit an dévedoppennent (Tiim^ certaine intégrale définie 
en une* s(u‘i(^ ordouiun^ suivant h's puissances ascendantes et entières d(‘ 
la (juaulité la's ïuénu^s r(unar(in(‘s p(M*mettent aussi (Tétahlir divers 
îlu'ureîues analogiu^s aux (héorînm^s 1, 11, Ht, IV, (‘t il en résulte, par 
e\eîupl(\ (iu(^ 1(^ s(Ma)nd nuunhrc' d(‘ (‘Ikuuuu^ d(‘,s IdrïnuUvs ((>), (8), (ro) 
lu^ p(uH s'évarnuiir, (pnd ([U(^ soit/;, sans (pie chacun dc^ s(‘s l(n'!n(‘s S(' 
réduis(' séparénuMit îi zéro. Ainsi (nua)r(‘, nm^ fonction !*(/>) <h‘ l’angh'/; 
iu‘ piuirra (lév(dop[)é(^ (pu‘ (rnn(‘, s(uil(^ maniîua^ (ui un(‘ séri(^ con- 

\erg(uH(‘ d(‘ la fornu' di‘ (udh^ (pu' r(‘nlernu‘ l’inpiation (lo), si la somm(‘ 
tl(* ca‘tt(^ doit rc‘|)rés(‘nt(‘r la loinUion, (pud (pu^ soit/;. Si, pour 

ti\«‘r h*s iduus, ou suppos(‘ la foiuiion !*(/;) réduit(‘. à 

T. P r.p 

T. r ^ \ r ‘ 

•» /• JJ , Jr ’ 

>' V 

e — r 

l:i sùrif* <1 om( il s’a^il sc'i-a ii('‘C(‘ssair(!i>i(uil 

Il n P 

! , I , -- 1 - 

■>. /» /• ■ i \r- \ - 1 >~ 


15 ( 1 . 


('.Ai.ci I, iNTKCii.vi,. Sole sur 1rs fonriions d/frnirrs cl sur 1rs sonuNcs 

(i//rnu'rs. 


(!. U., I. XIH, [I. ninciiilirii iHji). 

('.('Il*' (jui sera |)ul>ii('‘(* en (‘iiUcîr dans l(‘s Exercices de Malhc- 

tiKilit/iirs, a poiu-la (léinonslnilinn d(‘ diva'rscs propriclâs di^s Ibno 
liuns t*( (les somuK'S allcrnrM'S. Je r(‘inar([U(‘, ('litre aiiires cliosi's, ((iii' 
si, la tbiiction f‘< .r, v, ) ('tant ra(ionii('lle par rap[)ort aux va- 
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l'iables x, v, -, . • •, on pose 

5 :=S[± 5 , •••)]> 

la somme alteimée s sera de la forme 


P, V, W désignant des fonctions entières de a;, 7, -, .. et P étant de 
la forme 

P = (a; — r) {x — z).. .(r — -) ; 


puis, en partant de cette remarque, j’établis la formule 




{x — a) (7 



;?(/?— 1 \ 
= (-<) ^ 


Pü? 

V ’ 


n étant le nombre des variables x,y, z, ..., ou des constantes a, b, 

r, _ (-S désignant ce que devient le produit P quand on y remplace 

ces variables par ces constantes, et la valeur de la fonction V étant dé¬ 
terminée par la formule 


V — (.r — fl) {x — b) {x~c) ...{y — a) (r — b) (7— c) — «) (- — b) {z — c) — 


Si, pour fixer les idées, on pose ji = 2, on obtiendra la formule 


I I 

[x - fl) (7 — b) ~ {æ— b){y — a) 


_ (fl — b ) { x — r) _ 

(x — a) (x — b) (y — fl) (7 — b) 


Si l’on pose n = 3 , on obtiendra la formule 


I I I 

(.r — a) (y— b) (z — c)~'~(x — b) (7 — c) — a) {x — c) (7 — fl) (- — b) 

_I_ I i ^ _ 

— a) (7 — c) (= — b) {x —b)(y—a){z — c) ~ {x — c){ÿ—b) (z — fl) 

_ (fl —h) {a — c) {b — c) {x —y) (x — z) (y — z) _ 

(x — fl) (a? — b) (x — c) (7 — a) (y — b) (y — c) (z — a) (z — b) {z — c) 
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des inconnues entre les diverses nappes de la surface des ondes. M. Blan- 
chet ayant cité un passage de l’un de mes Mémoires, je demanderai 
d’abord la permission de relire le commencement de ce passage. Voici 
ce que je disais dans le Compte rendu de la séance du 23 août dernier. 


relative à v, o et -f-sc; car au fend la triple intégration se rapportera à toute la portion de 
l’espace primitivement ébranlée. 

Si Ton fait, dans la première des intégrales (r), la transformation inverse de la transfor¬ 
mation (2), on trouvera 




dX d\x dv 




et les limites des X, [jl, v seront — co et -4-oc, ou, si l’on veut, les limites de rébranlement 
primitif. 

La seconde des intégrales (r) donnera un résultat semblable; o \ sera remplace par cp3. 

Le radical 

( 5 ) 

est du même ordre de grandeur que car il est compris entre des quantités de la forme 
Nr. D’ailleurs les fonctions et cp'g sont homogènes de l’ordre —i. Ainsi, en général, les 
intégrales delà forme (4) seront de môme ordre que le volume de l’ébranlement primitif 
divisé par la quatrième puissance du radical ( 5 ). 

ïl faudrait donc que les fonctions cpa et 93 présentassent des particularités bien extraor¬ 
dinaires pour que les intégrales (i) fussent rigoureusement nulles. 

Il est évident qu’on peut arriver à un résultat analogue dans le cas où la plus grande 
nappe n’enveloppe pas toutes les autres. Il suffît de substituer à la surface qui limiterait 
naturellement l’onde extérieure une certaine portion de surface développable au delà de 
laquelle il n’y a rigoureusement rien(^). 

Cola posé, dans les valeurs générales des déplacements tj, Ç, les fonctions qui ex¬ 
priment les déplacements à l’origine du mouvement produiront des termes de ia forme des 
intégrales (i). Les fonctions qui expriment les vitesses initiales produiront des termes do 
même forme; seulement, au lieu des fonctions o'^, cp", on aura dos fonctions 

Dans les valeurs de ~ ~ , on aura encore des termes de même forme. Mais les 

dt dt dt 

déplacements primitifs amèneront dans les intégrales cp^, cpg, tandis que les vitesses ini¬ 
tiales y donneront ^3. 

Ainsi, il y aura des déplacements et des vitesses entre les nappes de l’onde. Toutefois 
ces déplacements et ces vitesses seront très petits par rapport à ceux qui auront lieu dans 
les nappes mômes de l’onde, quand les dimensions de cette onde seront devenues très con¬ 
sidérables par rapport aux dimensions de la portion de l’espace primitivement ébranlée. Si 
l’onde produit un phénomène sensible, ce phénomène pourra disparaître entre les nappes 
de Fonde à une assez grande distance de l’ébranlement primitif. Jamais il ne sera rigoureu¬ 
sement nul. 

Ces conclusions s’accordent d’ailleurs avec les résultats obtenus par M. Poisson dans le 
cas de la propagation sphérique (t. X des Mémoires de VAcadémie). 


(“) Voir Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciencesj t. XIII, p. 197 et SSg. 
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Ih /,! i-tiliit'inni (jUt J iiî il n'Siilii^ qut' Id dvrh't't' dv la fonrlion 

jiiifiiiptilt tli l fi/v//"# a t \f ft'iliiii, ptHi!' I('s pmais siilies dans l 
di / taidi , a (jii.iiiiîii ifijinniît ni priiir, r/, piïur h^s painîs siiacs /lars 
t/f ». Ht fiiiait' iifidt , *î aa* tpianiiif injaaait'ni pciiie d'an ard/'e fdas chvè, 
iMMjiii’-t.i ir% ‘tr M. ll!aiirh«‘t e{ Ips îiutîis sr li’oiivcill 

il 4 i’è'iir«L Srîi . ajirr*^ ;i\uir duniit' lurs ralt’uls, conîre h's- 

îjiii’F' aiîfîiîir II bjrr I mit in* s*i*nî rli^s jîiMjiFit vc j(Hîî\ j’îii oltsrrvô (|U(‘ 
»b'- lîiîiîiiiiimit jifl IA iFnriirrs sii|H*ritMirN [trü\t‘îîl îmijours ôf rr n<Aii^'rs 
I i'ial i\«^liiniî a ilfH I aîim laaiiî prliîs tTurtlrt* limimlrc': (‘î j’ai cru puu- 
\Mfr fMin-jiira lit* rrlfi* HliMT\alinu ijifil ircxiNÎt* îaeu cutia* 1(‘S (liv(‘rS(‘S 
ICI . \!. ilia il4’Il î » '^.lîm al t ai| ucr îih*n fdiau uIi^n, a ilctluil <lcs sicniu's 
iîfid asait’lii^îuîi niîiîiMii'f. \Iai'H i! r4*N|c ici niu* {lillicniîc ;i rcsniuln^; 

I aî »»a ïic \diî |iaH I*»uiiiHciil il arrniTaîl ijîu* Ic''. cmu’limidus au\(|ii(‘llcs 
l'iim-. [nr^ciHi lu* %c ilctlînr«Mic r4»lnf‘r\aîiiui >iir la(Hicll(M‘lles 

IFaiIlfîir^ l.t '^.dlulitfii ifc la qti4‘Htinü auilet* eu ve inuuuuil 
^ iir i|t»N cfiii -H ulcraîmii , lelltuiuuiî ilelicaîi^s qiuu a\aul tle pruuuu- 
err dclîîiifi\eiiîi’iiî >“il t'Xisîi* tjtîeîijiie eltiKc, uü s’il u’exislt* ri(Ui enlre 
!i‘-^ liaj.i|ie''n tl ïiie |ijr*iîf îieee^-^atre <!e re\iiîf’ îiHIs lt*s (‘altUlls, t*l (l(* 

1 «liiijf.irtu* riiîn* e!Il* > Ic-nl nfuruiule^, F/est ce qiu* je uu* prupuse 
ilr ijMïi*. Fa \41le i!** \F Illaiieheî Ncra iiii «Iimuuihuiî imuYtu'iu (|ui pourra 
II .1 r»‘Iairrir Fi ijiii*'4uMî; cl* *^1 *^1. Blauctiel a raisiui daus ct'llt* 
\n|»u jt* Muaii rtui*i i luiiïtuif le prcititiu* a lui nuulrt'jusîirtu 

!ûl 

\\ii Miiiîi YHiitil I. Mir i/ii'*a't'fni"S n'iaifjs à la ri'ii ifieul aai 

ilt\ i'i-mflH'i, fi tl iti ipitniraiart' des Aarjdi'ts. 

I fi I \ilf. I*. I 0 iiàfrîi»l»ri* îH.j t I. 

U.iiiH nu VliMiiinn* litliu-raitliii* ru ïH Ir.. j'at dniuir irs pminisilioiis 

I iiMiHi «i. I. P iirstf/uitif ratiH' polaitv qtr Jonn ' une droite 00' 
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tracée à volonté dans un plan avec un axe fixe; S le système d une ou de 
plusieurs longueurs mesurées sur une ou plusieurs lignes droites ou courbes, 
fermées ou non fermées; A la somme des projections absolues des divers 
éléments de S sur la droite 00', et u le rapport de la circonférence au dia- 
mètre, on aura 

(,)■ 

Théorème II. — désignant V angle formépar une droite quekonque ( )( 
avec un axe fixe OP ; q V angle formé par le plan des deux droites OP, 00' 
avec un plan fixe qui renferme la première; S le système d une ou de plu¬ 
sieurs surfaces planes ou courbes, et A la somme des projections absolues 
des divers éléments de S sur un plan flIK perpendiculaire à la droite 00' ; 
on aura 

( 2 ) S = — f I A smp dq dp. 

Ces théorèmes entraînent évidemment les suivants : 

Théorème IIL — Le périmètre d’un polygone ou d’une courbe est tou¬ 
jours égal ou inférieur à la circonférence d’un cercle qui aurait pour rayon 
le quart de la plus grande somme que puissent fournir les projections des 
diverses parties de ce périmètre sur un axe quelcon que. 

Théorème IV. — Üaire d’un polyèdre ou d’une surface courbe est tou¬ 
jours égale ou inférieure au double de la plus grande somme que puissent 
fournir les projections des diverses parties de cette aire sur un plan quel¬ 
conque. 

D’autres théorèmes qui se rapportent aux quadratures et aux cuha- 
tures, et qui seront développés dans les Exercices d’Analyse et de Phy¬ 
sique mathématique, se déduisent aisément des principes exposés dans 
mes Leçons orales k l’École Polytechnique. Je me bornerai k énoncer 
le suivant : 

Théorème — Supposons qu une aire plane, renfermée dans le péri¬ 
mètre S d un polygone convexe ou d’une courbe convexe, ait été partagée 
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;ni 

^ a /> i s ii S peiîisp(tr deux sysinfH^s r/r (Inulcs pdrdllclcs a 

iii a i' a vt \ iltdifiis, Siiit'fii //, X’ /r.v dîincfLstons dr r/di(/ii(* f('r/d/ip’/(\ 

/'i # ^ it iiit'iii iiii pi'i'/düi' ti dti sn^ond d,vi\ S()d 7 i/ encore // (*l K les 

pfiijt î7iofi\ iiii S Mif' if pn7Nit7' {Oi sid' le seeo/id (lee. Si lOn prend 

pt7ii^ i^nh nr iîppnndiu' dt l tare l in so/n;/fe des re(i(dip-/(\^ qid so/d e/ifie- 
iiii ai n njt mit % tinns ff Ht f//rr, so/is ri/'e /rd\'('rses pof' le ('onfon/' S, /Vv- 
ii Ni' sem injt rit art' an donldt' de In sonnnt' 

il A L //. 

I i*iisiih*ruîi** îii;iiiilf*ii;iiit iiur ;i\ve planr .t i’<*iitVï‘îiUM‘ (*nlr(* h^s péri- 
iiirtri’s fir drti\ }iul\foiiHtruits ilv îHaHii‘î*(‘ qu(‘ las roîas du 
M-s-iiiid |n»1\î4»uh\ jiarailrirs a mix ilu [u’iuuiar, cui so'nmiI c'oiislaüUiuuU 
■■•aqiariv*'. par la di’'4,Uîra Iî, I/aiia* 1, ruïu[MiNât‘ de lrapr/(‘s <lonl las hau- 
Mi'iiitî aasdi'N a //. aura a\iilaîiunaiil [Muir mrsur<‘ la produiî de* 
la di^taiira Iî jiar la daiaa-*^uiiiiua da\ pârimi'Iras ilt'S d(*U\ ]H)1\' 4 ;un(*s 
ïiiniiiaH, Hii, ar t|iii ra\it*ut au fiiâuM*, par la pâriuiMra d'uu fruisiàuH* 
pii|\ uiuia diiiif îdiatpii* aula divïsani la dislaiiaa /? au partieas âj^’ah's. Or, 
il ‘-îîftîra di* IraiïNlAriîtar ee fniîstàtua puly^una e‘a uua (uuirlH* plaua 
dttiil îa ra\iâii dt* aHiirlitin» surpasse* auitsîaïïUiiaîd la elislanae* /% .]//, 

pMier «ihliuiir la pistpusititui stii\aule* : 

Fut Ilia ^lî \|, SiippifMon tpie fi' t'i'üire d un rr/‘rA% don! le dmtnvlre 
t %! \*k^ U //If l/l r. dîiHs ttn plan donn{\ sur une eourfHp/ennve, don! le 
iii\ idi tir fiHiiluiii‘ \{ifpii^^t' rfi/n/ii/////ir/// /r ruvon k, A utn* i'oniprtse (Offre 
fi s ii.iii t!t\tltippf\ iniri'ifîii'e t'i (wieru'ure de I (\sp(n^e pureouru pur le 
11 - ndi uufii pour M* Mift' it' proiliiii 

* l N, 

^ di Mpntini ii pt nnuift dt lu eourhe. 

!.*• thi-niviiM- |.r<T.-arat fuiiruit un tiiuycn facile de Irauver la liniiU' 
(ir rei'i'cur l■l^lHInl''e, «jiiafid oiJ >illislitue a 1 aire <1 iiih‘ <’()iii’l)e pl.iiu’ 
l'air»- d’iiii p«d\”..i»e iti>crit «Ml ciretinscril à celle courbe. 

H i-eiit aussi fHuriur des relatiims cuire des inidgrales (b-liiiies. Pour 
ditutu-r uii eveuijtle de <«'s relations, sujiposous ({lie la combe sut 
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laquelle se meut le centre du cercle se confonde avec une ellipse dont 
les demi-axes soient 

Cl et h Cia. 

Si l’on nomme x, y les coordonnées courantes de cette ellipse, on aura 


Si l’on nomme au contraire x, y les coordonnées courantes de la cir¬ 
conférence de cercle dont le rayon est h, ef dont le centre se promène 
sur le périmètre de l’ellipse, on aura 

: 4 ) 

Ajoutons : 1° que l’excentricité £ de l’ellipse sera liée aux demi-axes a 
et h par les formules 

1 

c = (i — 5 ou b — a{\ — £^)^; 


2" que le rayon k surpassera constamment le rayon de courbure p de 
l’ellipse, s’il est supérieur à la valeur minimum de p, c’est-à-dire au 
rapport 


Cela posé, cherchons d’ahord, dans le plan des x, y, les enveloppes 
intérieure et extérieure de l’espace que traverse le cercle représenté 
par la formule ( 4 ). Pour obtenir les équations de ces enveloppes, il 
suffira de joindre aux formules ( 3 ) et ( 4 ) celle que produit l’élimina¬ 
tion de d% et de Jy entre les mêmes formules différentiées par rapport 
à X et à y, savoir la formule 


( 5 ) 


y - y 


puis d’éliminer x, y entre les formules ( 3 ), ( 4 ) et ( 5 ). Si, pour abréger, 
on représente par 6 la valeur commune des deux membres de l’équa¬ 
tion ( 5 ), on aura 

^_ a?‘x ^ _ h^x 
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iiHiM- ji.sr la Im iituli* 


s ,( I ^ I * roH’ y i/v. 


! « 



37/1- 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


Donc, en vertu du théorème VI, on aura 

(il) S }’"—>'^^)dp — (iak J' \J i — î^cos^oiiç. 

Ainsi SC trouve établie une relation entre deux intégrales définies, dont 
la première a cela de remarquable que la fonction sous le signe / 
dépend uniquement de deux racines réelles d’une équation du qua¬ 
trième degré. 

La formule (ii) peut être aisément vérifiée dans des cas particu¬ 
liers; et d’abord, si l’on suppose h = a, ou, ce qui revient au même, 
£ = O, les formules (8) et (7) donneront 

e-^=a^-k\ e = ±:aA-, r^=:[a±.k)K 


On aura donc alors 

ri — /'f = (a -t- A')^— (« — A)^— !^ak. 


et, par suite. 


f () dp — ’&akri, 

- TC 


comme le donnerait la formule (ii). 

En second lieu, si l’on suppose h très petit, la formule (8) donnera 
sensiblement 


(12) 


COS^/9 


92 = A^ 


d- 

CQSy 


d* 


sinV 

~~1F" ^ 

d 


et, en nommant 0 la valeur positive de 0 fournie par l’équation (12), 
on aura encore, à très peu près, 


l cosV 

Cela posé, on tirera de la formule (i i) 


sinV\“^ 



f COS^P 



sin^p 

~Tÿ^ 


s\a-p 

~W~ 


2 

-dp—a / \Ji — £^cos“9<i9, 

2 
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, ....rdMiiii. - . ! S- iup- }>»'"• ‘‘‘I 'n“‘ 

L, .i. ijn.' U.- ..'lî*' luui. diU'urniliûu n t t'ids par rappori a /, 
.J P, .h..|..u. r .1 un uuutrulivu. ut s’oNaiioiiissail loiijours un 


11 / t c. -Il \ 1 . (• 
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dehors d’une sphère décrite du même centre avec un rayon très petit, 
j’ai dit que cette cUricée se réduisait, pour les points situés dans l’intérieur 
de chaque onde, à une quantité infiniment petite, et, pour les points situés 
au dehors, à une quantité infiniment petite d’un ordre plus élevé. J’ai cru 
pouvoir en conclure que la même dérivée s’évanouit, dans Vhypothèse 
admise, pour tous les points qui ne sont pas infiniment rapprochés de la 
surface des ondes. D’un autre côté, M. Blanchet, après avoir rappelé le 
passage que je viens de citer, a conclu de ses formules qu’f/ y a des 
déplacements et des vitesses entre les différentes nappes de la surface des 
ondes; et il a observé qu’il se trouvait en cela d’accord avec les résul¬ 
tats que ]\I. Poisson a déduits des intégrales relativ'es aux ondes sphé¬ 
riques. Or, quoique ces diverses conclusions puissent paraître contra¬ 
dictoires au premier abord, cependant un examen attentif m’a conduit 
à reconnaître que la contradiction est seulement apparente. Ainsi, par 
exemple, en appliquant mes formules à des équations homogènes qui 
comprennent comme cas particulier celle dont M. Poisson s’est occupé, 
j’ai vu que, du moins pour ces équations, la dérivée de l’ordre n — \ de 
la fonction principale est effectivement nulle dans tous les points 
situés hors des diverses nappes, ou entre ces mêmes nappes, tandis 
que la fonction principale elle-même s’évanouit en dehors de la plus 
grande nappe, sans devenir nulle, ni entre les diverses nappes, ni en 
dedans de la plus petite. Ainsi, jusqu’à présent, rien n’infirme le 
théorème que j’avais énoncé. D’ailleurs les méthodes que j’ai données 
dans les précédents Mémoires, jointes à la remarque présentée au com¬ 
mencement de cette Note, fournissent les moyens de parvenir avec 
beaucoup de facilité à la valeur définitive de la fonction principale. 

Analyse. 

§ I. — Tiiéorèines de Calcul intégral. 

Théorème 1“. — Soient 

U, V 

deux fonctions données d’une même variable s, 
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i/i'it.f rti/rurs partn-iilicn-s de s. et supposons (pic lu fonction v s'émtiouissc 
pour s T, arec scs dcricccs d'un ordre in férieur à n. Si l'on pose 

” ' I f I ... I \ , 

aant 

» . t 

' ' I ne i/.-i ( i ]" I U \' i/s. 

Itcrnoristnition. - Pour claMir la ronniilc i-i), il siiClira é,vul(unuH'nl 

il aj)j>li(ni(‘r n l’ois du sailr riulô^'raliou par parties à la Iraiisforrnalioii 
tir rititôgrale 

. t 

j tn' ^/a\ 


ru laisanf portiu* l(‘s diUrrtuüiatuuis sur 1 (‘ laiicuu* r (‘t sur h^s (lérivr(‘s 
de rr l’arl(»ur. 

( /. Si Tun suppose* r o, (d si l'uu indiejuo à FaidcMle^ 

la i’arartrrisrujur 


/I iiilrj^rutious <*fïrrhîrrs par rappeul à la variable^ .v, (d. à partir de* 
A O, la loriniih* a pourra sdu’rire* eaunuu* il suil 

J . f 

, ; I uer/s j Dp'u.U'leils. 

* n • *» 

t itnU/aire IL Si, elaus la Idrioule* i aj, ou pose* 

ti I / .V 1 , 


//I de^si^îîant uiH* ejuautite* persilive*, ati troîiV(‘ra 


I t/ 


r* 1 / .V 
L i ei 5 !)...{/// I 


D'Lu/s. 

/O 


Dans ea^ltr* eleuaiiiua* lorïuult\ rouuur élans l’eajuatiou (a), la londioii e’ 
est asstijoîlie» à la «•euielitieiii de* s'rvaneuîir aveu* se*s eleu’ivrrs eruïi orelrr 
td;il ou iïiforienirà/^ peuir .v t. Dreudle^ couelilie)!! se'ra rvidciniïieut 

4/r r, -- S. I, t. VI. 
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remplie si l’on prend 

•■■J ^{s)ds"'. 


et alors la formule (4) donnera 




f(.v) .A-. 


Si dans la formule ( 5 ) on pose m — o, et si en même temps on y 
remplace n par n — i, on obtiendra une équation qui pourra s’écrire 
comme il suit 


(ô) 



=: 


i 


I . 2 . . . /^ 


f(5) ds. 


Or réquation (6), dans laquelle nous pouvons remplacer par /^ — î , 
renferme un théorème déjà connu [voir le Résumé des Leçons sur le 
Calcul infinitésimal y p. i 4 o (^)]» et dont voici l’énoncé : 


Théorème II. — L’intégrale multiple qui t'ésuüe de n intégrations efi'ec- 
tuées par rapport à une même variable t. et à partir de l’origine / = sur 
une fonction donnée f[t)^ peut être transformée en intégrale simple ])ai‘ 
l’équation 


( 7 ) 


J ^ %J tJ ^ U ^ 


I . 2 . . . (/I — l) 


f(.9) f/.Ç. 


§11. — Transformation de la fonction principale gai vérifie une équation 
linéaire aux différences partielles. 

Soit 

l^> J > * • • > 0 

une fonction de plusieurs variables x, y, z, .t, entière, du degré n, 
et dans laquelle le coefficient de 2" se réduise à l’unité. Supposons 
d’ailleurs, pour fixer les idées, que les variables 

J, -, L 


(>) CÆuvres de Cauchj, S. II, T. IV. 
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!l'itnilf'. a (|ualia‘, i'(‘i»rr''t‘u(<‘nt (rois coordoiiiKO's ol, lo 

toiujis. Kiiiii, ^,,it rn uno fonction principal»', assujcdie à v(n‘iii('r, (fuel 
tjui* suit i, rt'tjnation i':iracti’'>ris(i(]nc 

^ , H;» »rîT n, 

«‘î. [HHir / (I, trs (‘oîuliîiüîis 

i)|M O, !ï; ’m \y; iT?r .T 7 T(.r, ;)*, g). 

I VS lîirlfiuili's t*\|His«*rs «lan.s 1rs prri‘r<lrnts ]\lriu()ir(‘s (ournironi lou- 
ri dans In^aurtHip dv ras avta* uiH‘ ^n’an(l(‘ la(‘ili(é, la valeur fi;én6- 

rali* lif^ 

I ) / ^ r.i. 

a «lin* la drri\tM* ilt* Tcusln* // ! la fdnriioii |)ï’in(‘i[)al(‘. Or, 

|Miür rr\raîr dv (adfe drrhrr a la (uiirtioîi (‘lle-iuènua il sulVira évidiMU- 
lîirîîl d’rflrrt lîrr // iiilt^urations >urrrssi\<‘s, par ra[)por( «a la seule 
rf partir *li‘ / u. On y parvieadiai sans p(‘in(‘ à raid(Ml(‘ 
la itiriiiîiie " du ^ 1'-', lin tdlet. si TcHi <Ièsi|^ne par 


1 . / i 

la Valeur de 0^' ' la euïtsitleree remme Inaetinii d(‘ O oii am*a, (Mi vertu 
lie ridte fdriiml(\ 

» ra I ïisu/s. 

‘. t // ‘U 

Pittir liHUîfrer utu* ap|dit*atitm tl(* la foriunh* « 1], prenons 

I . ra I I, i , ï III / t il 1 *-’ r K 


la UîliMir de r étant 

/ \ t- ' I z\ 

rî sîijipesiHH en nuire ijiîe la fnîHiinn S(‘. r(Mluis(‘. a nn(‘ 

fnïirtîtiïi hnninj^inie de r et île /. Attns, (Ml viM‘tu d une ((U‘inul(^ (jn(‘ 
i*ai ilnnnée dan^ !♦* re/n/M d(‘ la S(*an<M‘ du uj jnilhd, d(M*ni(M 
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[p. 119 (')], on aura 

(5) Dr‘OT=.r 


^ ( 7‘ -4- 00 ^ ) Il ( /■ - 4 “ 0) t ) -4“ ( 7 

Oj)jw 


)t) 11(7- — fx)i) 


U, w étant assujettis à vérifier la condition 

„2 -U Ç)2 _l_ ,^2 — I . 


Si d’ailleurs F(ir, est une fonction paire de t, les diverses va¬ 

leurs de ü) propres à vérifier l’équation 

( 6 ) F(?<, w) = O 

seront, deux à deux, égales aux signes près, mais affectées de signes 
contraires; et, par suite, la formule ( 5 ) pourra être réduite à 


(7) 


Dr‘®=/ 


c-'(F(h, e, u)). 


(/■ — 

r 


6) t ) 


Cela posé, concevons qu’à l’origine du mouvement la valeur de 
représentée par II(r), soit toujours nulle hors des limites très 
rapprochées 


La valeur générale de D''"'gï s’évanouira évidemment, au bout du 
temps t, pour tous les points qui ne se trouveront pas renfermés dans 
l’épaisseur d’une onde comprise entre deux surfaces sphériipics dont 
les équations seront de la forme 


/ — Cj) t c J 7’ — Cf) t -j— £ J 

elle s’évanouira donc, pour tous les points situés, par exemple, entre 
deux ondes de cette espèce, ou en dedans de l’onde la plus petite. Mais 
on ne pourra, en général, en dire autant de la valeur do ct, qui, en 
vertu des formules (4) et (7), sera 


( 8 ) 


v,w, co)], 


I J. 1 . 2 . ..(n- 


(/■ — us) n(/- — ms) 


2 ) 


c/.v, 


(») Œuvres de Cauchy, Série I, Tome W, p. a53; Extrait n'’ 13i. 
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ou, ce qui revient au même, 


( 9 ) 


OT — (— i )™-2 


.. (7) 

O IV, 



(/■ — 

I . 2 . . . ( /i — 2 ) 


S U {s) ds. 


Si (l(i cette (lornicrc formule on veut, en particulier, déduire la valeur 
de UT correspondante : 1" à un point situé en dehors de toutes les 
ondes; 2''’ à un point situé on dedans de la plus petite, on trouvera, 
dans le premier cas, 

{ I <>) Î5T =: O, 


et, dans le second cas. 


(«0 


TÎT (—' I )'* 


r 


(E(u, 


IV, w)]„ 


L 


(/• — .S' — 

i {n — O.) 


■S n(T) ds. 


Si l’cquatiou cara(;térislique donnée se rapporte au mouvement d’un 
sysUune isotrope, la fonction 

E('r,/, 3, t) 

pourra être réduite à la forme 

E(.r, }-, 5 , <) — [ t- — {.V- -h y- + =-)] [^- — (•»■ +- y' + =■)]. 

Ü, ü' désignant les vitesses (h; propagation des vibrations transversales 
(ît longitudinales. Alors l’équation (7) donnera 

( /■ — O n ( /• —12 0 -h ( /• + Qon(/- + Qo 
2 /- 

(/• -<ynn(c-- -h(c4-Q'on(/- + Q'f) 

- . _ ^ , 

les valeurs do p., v étant 

a- 12'- 

(i3) v = 

Cela posé, supposons que la valeur initiale n(r) de Djur s évanouisse 
pour une valeur numérique de /• supérieure à e. Alors, en supposant 

/• > £, 
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on vtMTa la formule (12) se réduire à 

rr~Ot)VL(r-üt) {r - Q.'t)ll{r - il't) 

"al D/®=,u- ^ -hv-. 

et la formule (qj donnera 

f {r — s — aty-sa{s)ds 

] ->-û/ 

TôTj- f ir—s — <:î'iysn{s)ds. 

Alors aussi la propagation du mouvement donnera naissanc(! à deux 
ondes comprises, au bout du temps L la première entre les surfaces 
sphériques représentées par les équations 

I — ^ ^ c, /* — 12 t "S— 

la seconde entre les surfaces sphériques représentées par l(“s éijuations 
r = Ça t — c, r — 

Or si, pour fixer les idées, on suppose 

on tirera de la formule (i 5 ) : 1° pour un point situé en dehors des deux 

ondes 

^ pour un point compris entre les deux ondes 

® = -J s^Ji{s)ds; 

3 " pour un point situé en dedans des deux ondes 
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Hii, f'î* i|iii nnif’îïl au iihmihu vu u^artl aux furuHilus {'» , 

>iii> .L. il 

l'oH t i‘n jtarlH’ulii'r 11 v riMliüt a une ('(luslanlc /i, ou au¬ 
rait. ilall*' 1“ . tS , 

’/i 

l! iii! «r.iilli'ur'. ilf l'.'s furiuulfs ijiif, daii-^ lu iiioinfiuoiil d’iiu sysloiiu' 
d.' lu.tlo. uli-'., ot dans lu l'as où riajualion l•a^a(•l^l■is^HlU(‘ 
dr\i.-ii! la foü.-tion iiriiiciiialo fa, toujours ludh' eu (hdioi'S 

d< ■. niid.-'., ('.•ssf di' N.’c\.luoidr iMiIro i-os ondi's ol ou do(l;ius do 

la jdu - ja'Iito. ( a*'» onuoiusinii^ s'cli'iidout au cas ulotuo où losvaloui's 
iluitaio', do s:, 'noraiou! rojii’o^outoo"', uoii [dus [lar 11 f , uiais par 
•, It.iîiN oo tloriiioi' oas, la \aIour ju'ut'ralo do m so di'duira 
do-^ f.iruiuio . ipio uou-^ \otiuus d'oiahhr. jiduli's à l’iiuo di' 
tjur rouiVriiu' !<• ioinph- rrn>ltt àv la sdaiioo du 

jluruiiii.- t 1 . p. -i ' ]. C’ost 00 .juonou^oxpliquorous plus.ui 

d.'lad daii . !<-. 1<A‘rnrrs \,t,ilvsr rl ,lv Phvshiuf mdlhrinatiiliir. 

It.tii'. nu H-iusol \rtudo. nous jîouoralisorous los rosidlals aux(|U(ds 
U.ni, M'uim d** par\o!iir, ot uoiih douuorous d’aiitros appliralious d(' 
la dinnulo '» • 


tr.i. 

t U . 11 IMM.IV ^î,. \-/o sur lu trdurlum tir lu fourlion prlnrlpulr 

tjîit njir /i/ii tifiniitan Viirittièrîsiii/tir 

i; Il I, \1I|, I*, lu; ï ti*n’rîitl>rf îHjn- 

î*ronn„H p..iir ^arialdos hulopoudanlos trois ooordouuôos roi-lauo 


U- 


iau.-- .1. y . ï .-t !<• ««•«••P d'’ - ' '''■ 

O/ ,,..-.-, .1.- t " t. r \t, P no. l'AUMit U" i'.:u. 
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oes variables, entière, homogène, du degré n, et dans laquelle le coef¬ 
ficient de i'' se réduise à l’unité. Enfin supposons que, 
étant une fonction paire de t, l’on nomme « une fonction principale 
assujettie; i° à vérifier, quel que soit /, 1 équation caractéiistique 
homogène 

(Il F(Dx, I)y, Dj,D/)w = o; 

a” à vérifier, pour t — o, les conditions 

f').) 57 = 0, Di57 = 0, ..., Df'-57=;0, D"' '57 = II(r), 

la valeur de r étant donnée par la formule 

t~{x-+ z^y-, 

et la fonction n(r) étant telle que l’on ait 

n(-r)=n(r). 


D’après ce qui a été dit dans le Compte rendu de la séance du août 
dernier [page 4o8, formule (8)]('), on aura 


i3) 


57 = — 


Dr” r'" r” p 
4 ^ Jo X ‘S 


sin/? dq dp, 


les valeurs de «, e, w, co, s étant déterminées par les formules 

( 4 ) ii — cosp, ('= sin/5 COS 17 , (7’= sin/9 siiif/, 

(3) F(i«, m) = O, 

(6) s =. ux + vy + wz — ù^t. 

Si d’ailleurs la fonction 

n(/') 

s’évanouit hors des limités 


i désignant un nombre très petit, il importera surtout de calculer la 
partie de g correspondante à une nappe de la surface des ondes, dans 

1 ‘) OEuvrer de Cauchy, S. I, T. VL p. 299 . E.vlrait u” U2. 



EXTRAIT N» 134. 


383 


le cas où le point (ar, j, z-) sera très rapproché de cette nappe. Or une 
nappe déterminée de la surface des ondes correspond à une racine dé¬ 
terminée de l’équation ( 5 ). De plus, l’équation (6), lorsqu’on y consi¬ 
dère CO comme une fonction déterminée de u, e, w, établit une relation 
entre les angles polaires/), q; et par suite représente un cône qui coupe 
suivant une certaine courbe la sphère décrite de l’origine comme 
centre, avec un rayon égal à l’unité de longueur. Nommons K l’aire 
mesurée sur la surface sphérique dans l’intérieur de cette courbe, en 
supposant que le point {T,y,z) soit très rapproché de la surface des 
ondes, ou plutôt d’une nappe de cette surface, et qu’un plan tangent 
mené ;i la surface dans le voisinage du point ne la traverse 

pas. Il est aisé do s’assurer que, pour des valeurs finies de la partie 
de w correspondante à la nappe que l’on considère se réduira sensible- 
ituml à la partie qui répond à cette nappe dans l’expression 


( 7 ) 


nr 


/■■p 


r 


a-n: J_, e, co)]a 


n(5) Di-K (h, 


l(‘s vab'urs de ii, e, (v étant déterminées en fonction des coordonnées 
•r, y, Z-, ou, ce qui revient au même, en fonction des rapports 


.r; 
— y 


y 


par la formule ( 5 ) jointe aux suivantes 

( f/éî? H- r/4-=: 03 ^ O, 

_£L = JL =-i-= 

\ 

et P désignant la plus grande valeur que ^ puisse acquérir. 

Exemple. — Supposons que la surface caractéristique, c’est-cà-dire 
la surface généralement représentée par la formule 

F('2), J, -, 0 = 

se réduise à la sphère dont l’équation est 


Œuvres de C, — S. ï, t, Yl. 


49 
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ü désignant une quantité positive. Alors la valeur de w, qui doit rester 
positive, en vertu de la première des formules (8), sera simphuneiit 

ù) “ ; 

et si, dans l’équation (6) réduite à 

ux H- -i- üi, 

on considère u, r, w comme représentant des coordonnées variables et 
l■ecLangulaires, cette équation sera celle d’un |)lan dont la distance ;i 
l’origine se trouvera exprimée par le rapj)ort 


L’aire K du segment intercepté par ce plan sur la surface' de la sphi'ia 
dont l’équation est 


aura évidemment la valeur que détermine la formule 


K =; 27r 


Q.t 


On aura donc, dans le cas présent. 

De plus, /-étant la valeur maximum de iiæ + çy -+- (u:, la plus grande' 
valeur que puisse acquérir la quantité 

.ç = f/a: + vy -e- (f;: — iic 

sera r— Q?. On aura donc 

P — 

et la partie de l’expression (7) correspondante à cô == Ü sei'a 

' TT 

~2â7-J ■«n(,ç).//,v. 

Or, dans l’exemple que l’on considère, l’expression précédente repré- 



i‘ \ ni ui‘ \» !:>:>. 


:i87 

pi r-'I •.tiîi**îil la \alriir î4riit*rah' <ii‘ ra, cmi qti ua aiu’a, jioiir 

ifi \ aif'îiî tîiii»*- «11* f. 

• I \ lî I \ ) f /■*. 

‘ii/ J 

^ r li/‘ Ihr ilf 
* /• 

I I H , f4|iï lii-aMn'- ilriit a\rr rrltes qua îuiîïn a\«Ui'^ nl)!(‘!UH‘s (laua 

h pi \»i|f 

|j s in; .aihî* \!îit U , îîtiîiH îiïtnîtrrruïiN aiiîîïîiMaiî un paitî ^ama'alc” 
ni t , il], I »a »!rs'4i * rr|irast*ütt'M' par la latlîa* K. 


I 5 :i. 


( \,i,hu,.n It Iti \«l, i,iun< l<' C.ittiipti' rciiilii 

Jf ta piii'iilfiiii xt'iiiirf , 

I II \ Il I P II Iti H» i|rr«*ï!}t *l I 1 i 

J..,,,. „„ |,,u.- ..Mtrupr a.' un.lrni!,-. 1 ,-s r.iuatiuns .lu 

, , (Il -i; .’r^Il .•■ 11 ! It.ui.n l<“’ ilf[il.l.'<-liu-ul-. 


,! „ ,u .l,.u!.-. .U-.. p:.rall4.-m.u,l :.uv um-s. m- .I.mIu.s.m.I du la 

i„M. l:.. , |.. .a a- - ■> f"rn.ul.‘. .luu i’ai .!nau.‘cs dans la 7- 

, , 1., HVI.,,, .... dr. / / ./w.. w/' ina/s^r -7 >/r /'/n U.///.' mullH-malniur. 

M,,d. ..... Umium!. , ...u.lun.a-sav.M- lu. nlii.itiMUs id.ip.'iH d.-la 

dans lu ui.ui\<-îuuut d.uil il s’aiAit. '!'■ 

^ J, „ 1,.. ut.-ssu> .lus mu!.a-ul.-s s'.-vau.niisMM.t, .ui 

,,, . , , .i. f.M, dus d.-uv ..ud.'s i.n.j.;.«u.‘s, ut ....■•uiu ruln- .-.•s 
,.u i. . n.iauî a K. |..n. tH.u priiinpalu. .i.uil la .Î.t.v.m- du fn.i.Muiu.- 


# *! 'i.> 


t 


i I \ i I*. *H î î*' *■ ï'-’-^ *'* 
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ordre est constamment nulle, pour les points non situés dans l’épais¬ 
seur de l’une des ondes, si elle cesse de s’évanouir au bout du temps /, 
jiour un point situé entre les deux ondes, ou en dedans de la plus 
petite, cela tient évidemment à ce qu’un tel point a dû certainement, 
avant la fin du temps t, se trouver renfermé dans l’épaisseur de l’ondi' 
la plus grande, ou même successivement dans l’épaisseur de l’onde la 
plus grande, et dans l’épaisseur de la plus petite. Observons encori' 
que, dans la formule (i 5 ) de la page io 93 ('), on peut remplacer la 
seconde limite r de chacune des intégrales que renferme le second 
membre par la limite £. 

Observons enfin que, si l’on combine la formule ( 5 ) delapagi' 1091 (-1 
avec la formule (i4) de la page 9(’), on retrouvera l’équation (ifi) de 
la page 1 23 (■*), les valeurs p, v étant données par les formules (12' 
do la page i22(“), dans lesquelles on devra poser 

P “ ùd t. 

Si le premier membre F(a:‘, y, z-, t) do l’équation caractéristique était 
fonction, non plus de t et du rayon vecteur r, mais de i et de t , le, eari'é 
de I étant une fonction homogène du second degré en x, y, z, la valeur 
générale de se trouverait encore exprimée par une intégrale 

double, en vertu d’une formule qu’il est facile d’obtenir. Cette der¬ 
nière formule, analogue à l’équation (i 5 ) de la page i23, compri',mirait 
comme cas particulier la formule (20) de la page 206 du Tome I" des 
K.verciccs (“). 

Nous remarquerons en finissant que, dans la formule (i/|) de la 
page 119(‘), on doit remplacer évidemment le produit par le rap- 

port la valeur de Q étant celle que donne l’équation (3) de la 


(>) Œuvres de Cauchy, S. I, T. VI, p. 382. Extrait n» 153. 


(») 

îd. 

Id. p. 38o. 

)) lo3. 

t’) 

Id, 

Id. p. 210. 

)) n*" 129. 

(‘) 

Id. 

Id. p. 258. 

» 134. 

(M 

Id, 

Id. p, 267. 

)> n" 134. 

(®) 

Id, 

S. II, T. XL Nouçectux Exercices. 

(') 

Id, 

s. I, T. VI, p. 254. 

Extrait n® 134. 
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page 98 ('). C’est ce cfuc l’on reconnaîtra sans peine en eîfectnant le 
calcul indiqué à la page ii8(^). 


156 . 


C.\t,c.n, TNTÉon vi.. — A’o/c sia- diverses transformations de la fonction 
principale ipii vérifie une équation caractéristique homogène. 

C. R.. L. XIV, p. (3 janvier i 8|2 ). 


Les memes ctioscs eLani posées que clans le Lomple rendu de la seanct^ 

(lu 20 (léc.cnil)re dernier, considérons de nouveau la fonction princi- 
pal(! w déterminée par la fornuile 


( I I 


I),^ 

/iTT 


C, H’, 0))],., 


si 11 P dq dp, 


l(^s valeurs de u, o’, .v élanl 


('>, ) //-=.co9,p, r =: sin/; cost/, it’ sin/>> siiu/, 

( 3 ) .9 =: U .r + ep' -h SV Z -- w f. 


L’cujualioii (i) pourra s’écrire comme il suit 


(^0 


nr “ — 




P (.9 •— ç)^^-"-.vll (.9) 
<-■ ( F ( ul, vt, svt, .9 —- g 


11. 


t sin/> dq dp. 


la valeur de ç étant 


( 5 ) q zn. II. J' -f- cp' -f- ir Z, 

e.l Ton pourra d’ailleurs considérer //, ip (v comme représenlanl les 
coordonnées rectangulaires d’un point situé à l’unité de distance de 


(1) OIùwpcs de Cauchf, S. I, T. Vl, p- ^33. Extrait n” 133. 

(2) ïd. îcK p. 2'>3. » 13i. 
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l’origine des coordonnées. Concevons maintenant que, cette oi 
restant la même, on transforme les coordonnées rectangulaires 

(V 

en d’autres coordonnées rectangulaires 

U, V, \v. 

Les équations de transformation seront de la forme 

/ «< = a U 4- a' V + aï" \v, 

((3) < e — (3u 4-(3'v + {3"w, 

( »■ = y U 4 - y' V 4 - y" VV, 

les coefficients 

P. y. P', y'. ( 3 ", y" 

étant propres à vérifier les formules 

( 4-(3- 4-y- =1, vr- -i-j3'2 4-y'2 = i, a"2 4-4-y"- 

* 7) ) ^ 

t a'a"4-;3'|3''4-y'y"=o, 4 -P"(3 4-y"y = o, «jt'-i-|3(3'-t-yy 

et aussi les suivantes : 

(8) + T- = ' - y^ + y'-^ + y"^ 

I l 3 y 4 -i 3 'y' 4 -( 3 "y" = o, ya 4 -y'a' 4 -y''a" = o, a :(3 4-oc'( 3 ' 4 -a"( 5 '' 

De plus, en posant, pour abréger, 

19) c;j" 4 -( 3 j 4 -y'> = A-, a jb 4- ( 3 'j'4-y'a = ;T, ot !'.r 4- ( 3 ” y 4- y"c 

on tirera de la formule ( 5 ) 

1 ’^) s = -Vu 4 -. 5 'v 4-iSw. 

Enfin, en posant 

u = cosp, v = sinpcosc|, w = sinpsincj, 
on pourra, dans la formule (i) ou (/j), remplacer le produit 
5\npdqdp par sinpd/qofp, 
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et l’on aura, par suite. 


(. 2 ) 



i -K ( V{ul, vl, n’L,s—q)], 


t sinp ck\ <:/[), 


les \cilouis (îc Uf (P, ç 6to.nt délGriïiinGcs en foiiclioii des cingles 
polaires p, q par les équations (G) et (lo) jointes aux formules (ii). 
Si, pour plus (le simplicité, on prend 


(i 3 ) 


{s-qy 


s ~ F(w/, (’ 4 , —çj’ 

la formule (12) deviendra 


y^) 


TS : 


2 -fl 


llTl 


p.9ÏI(5) . 

TsjT ^ P ^'^'1 


Ajoutons que, si l’on nomnuî 


ce que deviennent 




U, r, (V', ç 


([uand on y remplace v par — v et w par — w, on pourra, dans la 
formule (i4)» supposer s déterminée, ou par l’équation (i 3 ), ou par la 
suivante : 


(( 5 ) 


ï 

8 


2 ef, tt’A — ;j FÂ'/G e/i, (l’^c, .Ç — 


Revenons maintenant à la formule (12). On peut l’écrire comme il 
suit 


(. 0 ) 


Zj 


ff 

‘M) 




]),. F(((i, vt, fvt, s — ç) 


t si 11P <r/q (f/p. 


le signe ^ s’étendant à toutes les racines de l’équation 
(17) F(«^, (ï’i,— ç) = O 


résolue par rapport à s. Cela posé, concevons que l’on désigne par 
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les valeurs de 


U, (P, 0), 


fournies par le système des formules 

ii8j ¥{u, r, (V-, go) ~ O, 

^ æ — tDa W __ G) _ ^ — t Div- w__ ^ 

19) a ~~ i,' w b ^ , 

! 20) iC~ H- 0-4- tv- =r r, 

jointes à la condition -h vy> o. a, é, y, 0, p soroul des 
fonctions déterminées de x,y, z, t. De plus, après avoir laonplaeé la 
variable p par la variable s, on pourra dans le second membre de la 
formule (iG) développer, sous le signe /, le cocfliident de .v n(.v) (mi 
une série de termes qui aient pour facteurs les puissances ase.e.ndantt's 
de J — p, et alors on obtiendra pour développcnn'ut do rrr une séri(^ (lui 
ne renfermera plus que des intégrales relatives à .v, att(‘ndu que le.s 
intégrations relatives à la variable q pourront s’c'Il'ectucr à l’aidi' d(‘ 
formules tirées du calcul des résidus. C’est e.c que j’(‘xpliquerai pins 
en détail dans un nouvel article. 


P. S. — Si, dans l’équation (1), on pose pour abréger 
(21) «n(i)=:f(;ç), 


elle donnera 


f23) Dr-ro=-7^ 

Si d’ailleurs, 


p Gy^“^f(.s‘) 

(>, w, tojj„, 


SHl/2 d<j dp. 


f{x,y, Z, t) 


désignant une fonction de x, y, 
on nomme 

□ 


, t, entière, homogène et du degré w, 
et îX 


ce que devient cette fonction quand on y remplace les variables 




y, 


t 


par 


D., ûy, D,, D, 
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U, V, w, ~ CO, 


ou par 

on tirera de la formule (22) 

(23) n?-Mn 7TT rrr — JL T""" f"" Ç CO'^-=‘(s) 


- t>i sinp dq dp; 


puis, eu supposant que □ts' ne renferme point de dérivées de xts rela- 
tivos à l, et d’un ordre supérieur à /z —2, on conclura de l’équa¬ 
tion (23) 


(2-i) 


□ W = - 


T)2-« 


‘Ht 



^ (>, II', w)j„ 


ac sinp dq dp. 


On pourra d’ailleurs faii’e subir au second membre de l’équation (23) 
ou (2'|)dos transformations analogues à celles que nous avons ci-dessus 
effectuées sur le second membre do l’équation (i). Les formules ( 23 ), 
(n'i), et celles qui s’en déduisent, fournissent le moyen d’obtenir avec 
une grande facilité les valeurs des inconnues qui vérifient un système 
d’équations linéaires aux différences partielles, lorsque l’équation 
caractéristique correspondante à ce système est une équation homo¬ 
gène dans laquelle les dérivées relatives à i sont d’ordre pair. 

Si l’on prend en particulier n = Dj, la formule (28) donnera 


( 2 . 5 ) 


Df- 


.1. r 

4 TT ,4 


r r(.o 

<^-[F(a, (’, w, co))„ 


sinpdq dp. 


Appliquons cette dernière formule à un exemple très simple et suppo¬ 
sons 

a, b, c, ü désignant des quantités positives. L’équation (28) pourra 
être réduite à 

I r" 

(2C) J ('{s)sinpdq dp, 

les valeurs de ^ et de co étant déterminées par l’équation ( 3 ) jointe à la 

ORiwres de C. — S. I. t. V(. 
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U, (V, W, 

fournies par le système des formules 

mS) F((i, w) = o, 

X — iD„w Y —<D,,&J ^ _ 

, -= •-^ =--s - « /, 

(20) -i- -H “ J , 

jointes à la condition wu? 4-ey 4-i> o. a, 6, y, 0, p seront des 
fonctions déterminées de oc, y, t. De plus, après avoii’ remplacé la 
variable p par la variable s, on pourra dans le second meiuhrc de la 
formule (i6) développer, sous le signe /, le coeftieient de .vn(.v) en 
une série de termes qui aient pour facteurs les puissances ase.endantes 
de i — p, et alors on obtiendra pour développeiniMit d(î or une série qui 
ne renfermera plus que des intégrales relatives à .v, atUmdu qin^ les 
intégrations relatives à la variable q pourront s’ell'ectucr à l’aidc' de 
formules tirées du calcul des résidus. C’est e.e que J’expliquerai plus 
en détail dans un nouvel article. 


P. S. — Si, dans l’équation (i), on pose pour abréger 
(21) .Çll(x)=:f(5), 


elle donnera 

(22) = —yl-/" 

4 ^ do 

Si d’ailleurs. 


0 


r ^ _ 

e, (P, w)j,., 


siti/d cù/ (//). 


({oc,y, Z, t) 


désignant une fonction de x,y, z, i, entière, homogène ('t du degré m, 
on nomme 

□ et IK 


ce que devient cette fonction quand on y remplace les variables 


par 


X, y, s, t 

D^, Dj., D„ D, 
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ou par 


U, 




U, 


on tirera de la formule (22) 


(23) 


Dr”- □ 


i 


t’, u))m 


DC sin/) dq dp ; 


puis, eu supposant que OtîT ne renferme point de dérivées de tu rela- 
üvcs à t, et d’un ordre supérieur à n —2, on conclura de l’équa¬ 
tion (23) 


(2-i) 





P (.ç) 

^ [ 1* ( , r, tV, 03 ) Jto 


cX sin/3 dp. 


On pourra d’ailleurs faire subir au second membre de l’équation (23) 
ou (24) des transformations analogues à celles que nous avons ci-dessus 
ciïcctuécs sur le second membre de l’équation (i). Les formules ( 23 ), 
(2'i), et celles qui s’en déduisent, fournissent le moyen d’obtenir avec 
une grande facilité les valeurs des inconnues qui vérifient un système 
d’équations linéaires aux différences partielles, lorsque l’équation 
caractéristique correspondante fi ce système est une équation homo¬ 
gène dans laquelle les dérivées relatives à t sont d’ordre pair. 

Si l’on prend on particulier n = D^, la formule ( 23 ) donnera 


(25) 




a, r, w, 


%\'!\pdq dp. 


Appliquons cette dernière formule à un exemple très simple et suppo¬ 
sons 


T{æ,y, 


•; O 





a, b, c, O désignant des quantités positives. L’équation (20) pourra 
être réduite à 

I r'^ 

(26) J ('(s)s\npdqdp, 

les valeurs de ^ et de o> étant déterminées par l’équation ( 3 ) jointe à la 

OKiwres deC. — S.\. t. VI. 5o 
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D’ailleurs les formules (i8), (19), (20), jointes à la condition w > o, 
donneront 


( 28 ) 


+ Ç + 

a b c 


X Q.H _ X £îH_z ilH 
a «5 “ ^ b(i ~~ y cQ 

5c- + (3® + = I ; 




et, en supposant u, ç, (vdéterminés en fonction des angles polaires p, q 
par le système des formules (6) et (i i), on tirera de l’équation (aC) 


(29) 


I r'’' 

I 1 f'(5) sinp (5?q i^p. 

4 ^ ./q Jq 


Si, dans cette dernière équation, on remplace la variable p par la 
variable s et si l’on développe ensuite le coefficient de f'(.y) en une 
série ordonnée suivant les puissances ascendantes de .v—p, alors, 
en supposant la valeur de n(^) toujours nulle hors des limites très 
resserrées 

— £, 

on trouvera, au bout d’un temps fini t, et pour un point situé dans 
l’épaisseur de l’onde propagée. 


(3o) 


D,ct = AiJ î'is)ds + A^j {s — p){'{s)ds 


{s-p)H'{s)ds + ..., 


ou, ce qui revient au même, 

(3i) D^cT = Aif(p) —As r î{s)ds~iAi f\s — p)î{s)ds — .... 
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la valeur de A„ étant donnée par la formule 


(32) 



P sinp 


dq. 


dans laquelle on suppose 


(33) '<? = (u —i)A. -+-v,y + \v& —(co — e)i, 


et le signe ^ relatif à la seule valeur zéro de la variable p. Sous cette 

condition et en vertu des formules que fournit le calcul des résidus, 
A„ se réduira toujours à une fonction déterminée de .-r, y, i. On 
trouvera, par exemple, 


Al 


1 

2 



i +1 _ “Vf! + e + l'yi 


abcQ’' S 


157. 


Calcul intégral. — Addition aux Notes insérées dans les Comptes rendus 

des séances précédentes. 

C. R., t. XIV, p. 8 (3 janvier 1842 ). 

Dans la Note que renferme le Compte rendu de la séance du i 3 dé¬ 
cembre dernier, j’ai indiqué les moyens d’obtenir, sous une forme très 
simple, la fonction principale qui vérifie une équation caractéristique 
homogène; et, après avoir considéré en particulier le cas où l’équation 
donnée est celle qui représente les mouvements infiniment petits d’un 
système isotrope, j’ai ajouté, dans la séance du 20 décembre, que, 
pour déduire de la fonction principale les déplacements d’une molé¬ 
cule mesurés parallèlement aux axes, il suffisait de recourir aux for¬ 
mules établies dans les 7® et 8® livraisons des Exercices d’Analyse et de 
Physique mathématique. Quoique cette déduction ne présente aucune 
difficulté, elle n’est pas sans intérêt, puisqu’elle permet de suivre avec 
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plus de précision les phénomènes représentés par l’analyse. C’est ce 
qui me porte à exposer ici les détails des calculs que j’avais seulement 
indiqués. 

Considérons un système isotrope de molécules et supposons que les 
déplacements d’une molécule, étant mesurés parallèlement à trois axes 
rectangulaires, soient représentés, au bout du temps t, par rj, pour 
la molécule dont les coordonnées primitives étaient a-, y, Les équa¬ 
tions des mouvements infiniment petits du système (voir les Eœet'cices 
d’Analyse et de Physique mathématique, t. P‘', p. 208) seront de la forme 

(i.) (Df-E); = FD^-j, (D|-E)y5=:FD^-j, (DL-E)Ç = FDyj, 

E, F étant deux fonctions de 


DJ,-i-Dj + D|, 

entières, mais généralement composées d’un nombre infini de termes, 
et la valeur de u étant 


-J —Dxl-t-Dy/)-yD,ç. 

Posons, pour abréger, 

r’-D=-E, V":^D?-E-(D|-HD'-f-D|)F, V = 

Soit d ailleurs cr la fonction principale assujettie : 

1° A vérifier, quel que soit t, l’équation caractéristique 

* ^ i Ver = O ; 

2“ A vérifier pour ; = o les conditions 


'BS—O, 


Bf 


'ïTs = o, Dfer =: eT(a;, J', s). 


Di5J= 0, 

Enfin désignons par 

14 ) o{x,y,s), yAæ,y,z), ’lj{x,y,s), ^{a:,y,z), X{a:, y, z), W(x, y, z) 

les valeurs initiales de ' ' 


et par 


-n, Ç, d,L D,yi, D,Ç, 
?> Z- 'l'. ■ X, 
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ce que devient la fonction principale xs quand on y remplace successi¬ 
vement la fonction arbitraire 

^ ? y' 3 ^ } 

par chacune des fonctions ( 4 ). Les valeurs générales de H, v], ‘C seront 

(5) = 

( Ç =V"(^F-t-D^d;) + FD^«, 

la valeur de a étant 

(G ) « rr (<I> -1- D,cp) H- Dy(X -h D,x) + D,(¥ + 

Dans le cas particulier où les équations des mouvements infiniment 
petits deviennent homogènes, on a 

E — £2-(DI + D5 + D|), F ^ £2'^- £2% 

ü, ü' désignant les vitesses de propagation des vibrations transversales 
et longitudinales ; puis on en conclut 

V'=:l)r- •£2nDl-i-Dj^, + D!), V"=D|-£2'=(D1 h-D=. + D|): 

et par suite 

V rrr [D| - £2^(Di -1- DJ -h D|)] [D,^ - P-'^Di -l- D^ + D? )]. 

Donc alors la fonction caractéristique se réduit au produit 

[ „ £22 ( .^2 H- 7= ;2 )] [ r- — P'’- ( .»= -H /- -H ^- )], 

comme on le savait déjà. [Fo/rlc Compte rendu de la séance du i 3 dé¬ 
cembre, p. loql (')•! Ajoutons que, dans ce cas particulier et en 
posant, pour abréger, 

P £2'’- 

(7) . P- = i2^_£F’ ~£2'^—P^’ 

(8) CTl=rV"w, W2=;V'5J, . 

on aura, en vertu de la formule (6) de la page 210 des Exercicesd Ana- 
(* ) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VI, p. 38i. Extrait n" 183. 
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lyse et de Physique mathématique, t. P'’, 

(g) Dj5y=:fX53i + Vro 2 . 

Observons enfin que, dans ce même cas, les formules ( 5 ) donneront 


(lo) 


l = [D? - t2'2(D| -r D= -t- D|)] H- D,(p) 4- {ü'-- 

•fl = [D| - (Di H- Di + D| )] (X 4- D,7J +• (- Q?) Dy«, 

Ç = [Di - i2'-(D| 4 - Di + D|)] (’FHr D,^};) 4 - (i2'2-t20D,«, 


la valeur de a étant déterminée par l’équation (6). 

Supposons maintenant, pour plus de simplicité, que ©(.r, j, g) sc 
réduise à une fonction de rayon vecteur 


posons en conséquence 
et, de plus. 

Alors on aura 


n(-o = n(/-). 


(•') 


_ _(/■ — n(/' — £ 2 «) 4 - (r 4 - Î 20 Mt'' + 

ütWi— -—--- 




(r — ÎÎ'O n(7- 


(/■ 4 -i 2 'On( 7 - 4 -ii'/!) 


et, en vertu de la formule (9), 

(12) Di 5 T = fji.DiCTi 4 -vD(î:T.,. 

Cette dernière équation coïncide avec l’équation (12) de la page 1093 
du Tome XIII des Comptes rendus ['). Si d’ailleurs n(r) s’évanouit 
pour une valeur numérique de r supérieure à t, alors, en supposant 

(13) ,•>£, 
on tirera de la formule (12) 

2 r 2 /• 


(i) OEwres de Cauchy, S. 1. T. VI, p. 38 1 . 




et, pai' suite, 


EXTRAIT N° 157. 


399 


(i5) ro: 


f 




ou, ce qui revient au même, r étant supposé > z. 


(iG) 


^ £ 


(^) ds. 


Alors aussi la propagation du mouvement donnera naissance à deux 
ondes comprises, au bout du temps t, la première entre les limites 

(17) r = £ 2 < —£, r — 

la seconde entre les limites 

(iS) r — QJt — £, r=:Q.'t + e. 


Enfin, si, pour fixer les idées, on suppose 

(19) Sî'>£2, 

c’est-à-dire, si la vitesse de propagation des vibrations longitudinales 
surpasse la vitesse de propagation des vibrations transversales, comme 
il arrive dans la théorie de la lumière {voir la 9® livraison des Exercices 
(VAnalyse et de Physique mathématique, p. Sia), les deux ondes seront 
séparées l’une de l’autre dès que l’on aura 


et alors on tirera de la formule (16) ; 1° pour un point situé en dehors 
des deux ondes propagées. 


(21) 

pour un 


CT = O; 

point situé dans l’épaisseur 



de l’onde la plus rapide. 


( 22 ) 
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pour un point situé entre les deux ondes, 



' pour un point situé dans l’épaisseur de l’onde la plus lente, 

4 ) — s-'n.{s)ds; 

' pour un point situé en dedans de l’onde la plus lente, 

oinme jel’ai déjà dit(î;oïrla séance du i 3 décembre dernier), il suit 
es formules (ai), (aS), (ao) que, dans le mouvement d’un système 
otrope de molécules, et dans le caà où l’équation caractéristique 
evient homogène, la fonction principale a, toujours nulle en dehors 
SS deux ondes proposées, cesse de s’évanouir entre ces ondes et en 
sdans de la plus petite. Mais, en vertu des mêmes formules, la valeur 
B DjCï, et même celle de s’évanouiront pour tout point placé 
ans l’une des trois positions que nous venons d’indiquer. De plus, eu 
gard aux formules (lo), dans lesquelles on a 

26 ) s = D 7 ®u= f ( (’dt-, 

BS déplacements et, par suite, les vitesses des molécules s’évanoui- 
ont pour tous les points situés en dehors ou en dedans des deux ondes 
iropagées. M. Blanchet a remarqué avec justesse qu’on ne pouvait, en 
;énéral, en dire autant des points situés entre les deux ondes. Toute- 
ois il est bon d’observer que, même en ces derniers points, les dépla- 
;ements et les vitesses se réduisent à zéro quand on suppose nulle la 
lilatation du volume représentée par la lettre u, c’est-à-dire, en d’au- 
res termes, quand les vibrations longitudinales disparaissent; et 
omme, dans la théorie de la lumière propagée à travers un milieu iso- 


»A I H vi t N" toH. /,,01 

ü 'j* . •Ml l.iii ilf-s viliralidiis l(inji,i(u(linal(!s, (mi so I)ovnan( 

,1 il Mil .■.ijujiir il.- . rlli -, qui uiil lieu sans eliau^'euKUit do dousité, on 
ji.iiin.i • .MU lui.' liuH lui-mnieN prérédenli's, a|>pli((n('‘os à ccl,l,o théorio, 
ijiu- I» I. vii.ialiMjis Iniiiiiietisus snhsisteni s<'nl('tiion(. dans réfiaissour 

!j jtiiî^, Iritit*. 

1 r «■iiiîrîiiNtfiîis ;nî\([ticlh‘s ïious viMions de s’éleii- 

ilrfii au iM.% liiîiîu^ iHi l;i \;ihMîr iîïiliale d(‘ (ît serait r(‘pi*és(uUé(‘, non 
jdir- p.if !î I , 11141 '^ par rn . (IN'sl et^ (jin^ Ton re(‘(>imaît sans 

'i* * U j»»i/ii 4 îit ati\ Ittriiiult's prêt'édenles (udh's (|U(^ renie,rme l(‘ 
i I.i i!îî 5 jiiill(‘t lH'|l (*). 


loH. 


I MUlîî i . lîtippari sur dvuæ d/rV;<'o//Y*.v de iM. idanedud, 

l'IfiüH »i lii ptt^pfidîi ///u//er7//r/// d(tns les f/uheuiX' claslKiiics 
^ I, titu ptiiiîi ii lit ilrlimititfior des ondes, 

1 II , I \l\ . I». IH«j I î J iimrH iH.j'A ). 


t ' adiUiiir iîiiiu. 4 rltar*^UN, MM. S(urm, lâouvilhs Duhannd (^1 moi, 
i!r lui rrioiri* du iliuîx \lêïnoin\s de M. Blarndu^l, ladalifs à la 

ilii îiiiiiiu'îiii'iit dauN lt*s milieux (dasli<iues (‘.rislallis(‘s, (d 
ni ji.iiiii iilii-r 4 I.I ilidîiiiifation des ondes dans Icas mouvaonmits vihra- 
Imu r%, f n. rijiîaîour ;iii\ di*rî\éc^s partielh‘s, que Ta ni cm r a (‘onsideréiîs 
dnu. Meiiiiiirrn noïiI semlduhli^s pour la forme à eadles que 

t,.H priiifipi'H «*îa!dis par l'un de îions dans Ici ïom(‘. III des 
I in.uui lioiii, p. i HH ( vs eN‘st-à-dire à celles (pu repraV 


*4-|î|i*'.. ? i 
4 lit 

IA ,ïi fl I ' ■ 


.■>, u)..it\i tid'ij!'. iiiliniuient pelils d’un systônn'. d(^ niohnuili's 
1... une*. Hur 1- aiitresà <Ie très pelilos dislanoos, ol très peu 
de leur-* pu.ilHins d’êiiuililu’o, dans le ras ou l’on lauid ci^s 
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lêraes équations homogènes, en consei'vant seulement les dérivées du 
econd ordre des trois inconnues différentiées par rapport aux va- 
iables indépendantes. C’est en appliquant à la discussion des inté- 
rales générales de ces équations un des premiers théorèmes du calcul 
es résidus que l’auteur est parvenu à l’ésoudre la question impor- 
inte qu’il s’était proposée. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

L’intégration d’un système d’équations linéaires aux dérivées par- 
ielles et à coefficients constants se ramène facilement à l’intégration 
’unc seule équation linéaire qu’on peut nommer l’équation caracté- 
istique. Supposons que ces équations se rapportent à un problème de 
'hysiquc ou de Mécanique, et que l’espace auquel elles s’étendent 
este indéfini. Alors, pour*rendre plus facile l’étude des phénomènes 
[u’elles représentent, il convient d’obtenir les intégrales de ces mêmes 
.quations, et par suite aussi l’intégrale de l’équation caractéristique, 
-ous une forme telle que les fonctions arbitraires expriment les valeurs 
nitiales des inconnues et de leurs dérivées prises par rapport au temps, 
ja solution de ce dernier problème, soit pour les équations qui repré- 
lentenl les mouvements infiniment petits d’un système de molécules, 
sotrope ou non isotrope, soit même pour une équation caractéristique 
juelconque, a été mentionnée ou développée dans divers Mémoires 
lont, pour abréger, nous nous dispenserons de donner ici l’analyse. 
l,e cas où l’équation caractéristique devient homogène est l’objet spé- 
îial d’un Mémoire que renferme le Bulletin des Sciences de M. de Férus- 
sac, pour le mois d’avril i 83 o. On y démontre que les valeurs des 
nconnues généralement représentées par des intégrales définies sex¬ 
tuples peuvent être réduites, dans le cas énoncé, à des intégrales qua¬ 
druples; puis, l’auteur conclut de son analyse que les phénomènes 
sonores, lumineux, etc., représentés par des équations caractéristiques 
homogènes, donnent naissance à des ondes qui ne laissent pas de 
traces de leur passage, et dont les surfaces se trouvent représentées 
par des équations qu’il apprend à former. 

Au reste, le Mémoire que nous venons de rappeler déterminait seu¬ 
lement la limite intérieure des ondes représentées par des équations 
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•"H-a.'(mstiq,u-s iH.moKi.acs. 11 ,,>stiut à dclerminer leur limite exté- 
A h. verilé, r.>((e li.ni(<- pouviiiL se conclure des formules déjà 
••«Hiiiüo. lors.iu’ils’a-issail d’un système isotrope; elle pouvait même 
ronrlun., à l’.-anl des ondes hunineuscs propagées dans les cris- 
«ativ a deu\ax('s, des formules ohlemies par l’auteur des .Baje/râ dans 
les Mémoires du . janvier et du 7 mars i 83 o (•). Mais il importait 
de laire ressortir dans tous les eas cette déIimi|ation des formules gé¬ 
nérales pn.pres à représmiter les vilirations d’un milieu élastique, 
iteja. dans un prèeédmit Mémoiri', approuvé par l’Académie, sur le 
rapport de ,MM. Poisson et Sturm, I\l. Blanchet était parvenu à simpli- 
tier le^. formules dont il s’agit, et avait appliqué les intégrales qua¬ 
druples présentées sous uiu' fornu' mmvidle à la recherche des lois de 
la propagation des ondes curvilignes, apri's avoir substitué à l’une des 
variahles. <lans ces inlegralics, riiiconnue di' l’équation du troisième 
degre (|ui detiM’iniiH' la vilessi* de [iropagation des ondes. En combinant 
les lormuh's contenues dans l(‘ Mémoire que nous venons de rappeler 
avec les principes du milcul des résidus, et en transformant une somme 
<l intégrales eu une autre somme de même espèce, par une analyse 
<jui a quelque rapport avi'c cidle dont l’nn d(' nous fait usage dans un 
■Mémoire ipie renferme h* ('omplc rcuda de la séance du i 4 juin der¬ 
nier, ,M. Hlanehet est parvenu à démontrer que, dans un système mo- 
l«‘‘eulaire, dont les mouvements inliniment petits sont représentés par 
de.N équations homogdmes, la limite extérieure de la portion vibrante 
est déterminée par la plus grandi' nappe de la surface des ondes, de 
même ipie la limite intérieure est déti'rininéc par la plus petite. 


roufelbis, [HMir arriver à c(‘s conclusions, dans le premier des deux 
-Mémoires dont nous rendons compte à l’Académie, M. Blanchet avait 
'.upposé ipie les diversi's mqipes de la surface des ondes ne se ren- 
eoutrent |)as. Dans le second Mérnoin', l’auteur a examiné le cas où ces 
nappes SC rencontrent ; l't, im ayant recours à la considération d’inté¬ 
grales du genre de celles que l’un de nous a nommées intégrales sin- 


1 ^ I HEuvre^ dv EaiivJn ^ S. H, T. IX. 
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^uliêres, il est parvenu à fixer encore, dans ce dernier cas, la limite 
extérieure des ondes propagées. 

En terminant le second Mémoire, M. Blanchet indique la possil)ili((ï 
d’appliquer les principes qu’il vient d’exposer aux intégrales données 
par l’un de nous pour les systèmes d’équations aux dérivées partielles 
d’un ordre quelconque. 

A notre avis, le résultat obtenu par M. Blancbct est l’un des beaux 
théorèmes que présente l’Analyse appliquée aux questions de Physi(ni(' 
mathématique. Nous croyons, en conséquence, que les deux Mémoires 
de M. Blanchet sont très dignes d’être approuvés par l’Académie, et 
insérés dans le Recueil des Savants étrangers. 


159. 


Notes ajoutées au Rapport qui précède. 
C. R., t. XIV, p. 392 (i4 mars i84a)* 


NOTE PREMIÈRE. 

Sur Vintégration des systèines d’équations linéaires aux dérivées partielles 
et à coefficients constants. 

L’intégration d’un système d’équations linéaires aux dérivées par¬ 
tielles et à coefficients constants peut être ramenée à l’intégration 
d’une seule équation linéaire que nous désignerons sous le nom d’e- 
quation caractéristique. On trouve cette remarque spécialement appli¬ 
quée aux équations qui représentent les mouvements infiniment petits 
dun système de molécules, dans un Mémoire sur la théorie de la 
lumière, présenté à 1 Académie des Sciences, par l’auteur des Exercices 
de Mathématiques, le 3i mai i83o, et publié par extrait, vers ectt(' 
époque, dans le Bulletin des Sciences de M. de Férussac, puis dans les 
Mémoires de l Institut. D ailleurs ce problème, dans lequel on se propos*^ 
d intégrer une seule équation linéaire aux dérivées partielles et à coef¬ 
ficients constants, a été résolu; et les intégrales particulières et géné- 
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l. \ I U UT %'■ 

* ‘l' - . nihl .hl.-. .■quali.uis, i‘\j.nm,M's. soil à l’aide de sinus ou de ’ 

’ " . ' -"I nu'ni.‘ i.ardrs Muiuues ,r,.x,M,n,Mi(ielles réelles ou iinagh 

‘ î'' d..au.M.. depuis lon^leiups par divers {réomètres. On 
l'-inarqu.',- le beau Mémoire d’Huler, lu à l’Académio de 
s ou IS f.M sI.Miir-. !-• oH oetol.re t;;., .' q Mémoire qui a pour titre : 
/o?. .J.Il,U .t.puiUuuuNt .lilfrrvntùtUum Uuratiimi cujusritnuittc- ^adiis el 
!un>fn, lamil'ilr. un „h, nliitrn. el dans l('([U(‘l Kiiler r('prése.u(e par 
au, .ouui.Mr. vpMiooifu-llosi'iuh.-raleîiénérab' d’une équalioii linéaire 
.(U\ di i p.n tii'lli's U eoelii<'ieuIs eonslanis d’un ordia*. qucl- 

. Mu.jii-'. \iMi!huis qtia 1rs s,mimes d’evpmienliidli's, ([uand on les eom- 
p 'd itîi iioiiiliir utüii! dr Icnues lelleinmil elioisis ([ue deux tmaiies 
• dilliTeiit lutuiimeiit peu run de l’aulrc', se transl’orim'ut en 
.ilrs drlinir . t|u ..‘riire dr Celles qui nul élé iudi(]ué(‘s pai‘ divers 
niSi lus, r! que i rs ijilr^rales ddiiiies laqirésen(imI encore les inté- 
pi.dr-, prtnrali s itr, ctjualious linéaires aux dérâvéc's [lartiidles (‘,t à 


■ llx H ut< inr-lauls. 

I «<uî( |.»is. pifsrntrrs stuis les formes (|ue nous vmions de rapjieler, 
11 -., air . kO'îirralrs des eijitalions linéaires ni' sunisaimil pas oncoi'e 

alemriil a la s diitiou des priddtMiies d(‘ ldivsi(|ue. mathématique, 
il manquai! a relie sidiiliuii la determinalion des constantes qui', l'en- 
l<iittiHi eu numhn- iiitini les sommes d’exponentiidh's, ou, ce. qui 
\ irai .Ml iiM’ine, la deîermiiiation des fonelions arhitrairi's riMiferniées 
r<) 1,- a,;ne /■ dans les inlerralcs détinies, (‘t introduites par l’inté- 

l'.mi ellrriuer celte ilelermitialioii, il était d’ahord nécessaire 
de îr-ns». I ani‘ f..rmtih* qui pût ser\ir ii transformer une fonction don¬ 
ner rn une somme d'expoiienlielles eonqiosi’e d’iin noinhre hiii ou 
mliiu de termes, J.a première formule de ci' ^enre a ete donnée par 
I .«^'lan^e dans !«■ tonie 111 des anciens Mémoires de lurin, publié 
• n i" •> f.rîti- lormiile enn\erlit une foiietioii d’une seule variable en 
line siiinine d’»*\ponentielles ima}^imlires, seulement pour toutes les 
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valeurs numériques de cette variable inférieures à une limite repré¬ 
sentée par le nombre i. Mais il suffit de changer l’unité à l’aide de la¬ 
quelle on suppose les variables exprimées, pour que la limite i sc' 
trouve remplacée par une limite quelconque, qui peut croître indéfini¬ 
ment et devenir infinie. A l’aide de cette seule observation, on peut, 
de la formule de Lagrange et d’une formule analogue donnée par Euler, 
tirer celles que M. Fourier a obtenues dans son premier Mémoire sur 
la théorie de la chaleur. D’autres formules du même genre, mais qui, 
pour la plupart, peuvent aisément se déduire de celles de M. Fourier, 
ont été successivement établies par les géomètres, et appliquées à di¬ 
verses questions de Physique mathématique. On peut voir en particu¬ 
lier, à ce sujet, les Mémoires de MM. Poisson et Cauchy sur la théori(‘ 
des ondes, un Mémoire de M. Fourier sur les vibrations de plaques 
élastiques, le XIX® Cahier du Journal de l’École PolyteclmKjue, divers 
Articles insérés dans le II® Volume des Exercices de Mcuhémaùqiies, etc. 

Dans les problèmes de Physique et de Mécanique et dans le cas o(i 
l’espace auquel s’étendent les équations du mouvement reste indéfini, 
la question à résoudre était généralement la suivante : 

Étant donnée, entre une inconnue et plusieurs variables indépendantes 
qui ordinairement représentent trois coordonnées et le temps, une équation 
aux dérivées partielles et à coefficients constants, avec un dernier terme 
fonction des variables indépendantes, intégrer cette équation, de manière 
que les valeurs initiales de l’inconnue et de ses dérivées, prises par rapport 
au temps, se réduisent à des fonctions connues des coordonnées. 

Tel est le problème que l’auteur des Exercices s’est proposé et a 
résolu dans ses Mémoires du 8 octobre 1821 et du iG septembre rSaa. 
( Voir le Bulletin de la Société philomathique et le XIX® Cahier du Journal 
de l’École Polytechnique.) Il a prouvé, dans ces Mémoires, qu’à raid(‘ 
des formules de transformation ci-dessus rappelées, et relatives aux 
fonctions de plusieurs variables, ou plutôt à l’aide d’une formule du 
même genre qui renferme sous le signe f une seule exponentielle tri- 
gonométrique, on pouvait ramener la solution du problème général au 
cas où le temps est la seule variable indépendante, c’est-à-dire au cas 
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Mil I 4!I\ [lailipllt^s S(‘ (nmv(‘ r(Mnpla(*.cc par unr. 

iliîli*ia*iitii*!if‘. La drîiM’îui!iati<ui des lonctioiis arhi- 
lijiir- îrMiuia» nalîiiîi^ a une dèîeruunaliou di^ consüuites 

aiMî* I - .ini ijiîeliiut^s arlitiees de <‘aleül dans le cas on 

r*' ni .Iii\i!iair** idIVait des raeines ê-ah‘s, mais que l^uiteur a fini 
^ ‘‘ ^*»**^1** daii'^ Itui^ les ras ef mèüU‘ par supprinun* entièia^- 

a I .i.ife dîi ladeiîl des résidus, <'/«‘si ainsi (judm pmdeclionnani 
dr pdi IMI jdiî„ Lt Iiiefletde e\pfKf‘e dans les \Iémuin‘s <1(^ 1821 et de 
r''* ‘ i .Uiiriîr des /‘imeiri^ vst par\fuiu à une rornuile 1res simple (0 
i4- ns .î la it’îîiia tjui *eui 4 e\priîiîer par um* inié^'rah^ délinie muUi|)l(‘ 
Ij: Ijdeiî de Liîi» «uiiitir pTupre a \eriiim‘ une èquafinn linéaire^, aux <lé- 
I II - p.ii'iri a «’Hfdïteieiiîs emmîaüîs, dans It^ eas mèuK^ uii eadJ(‘ 
rs|i|ifMii iHiiiîniî îiii deriiieî' ternie Innefinu d(‘s variables indépcm- 
d.iiif* . I Ml/ |r l/l i/rn/e \i/r / tippiimitufi îlu rulvul des îtsuIks (fu,r (jucs~ 
L/'m nhiitif'riiniiijîii , pnidie eu La mélhod(‘ dont, il 

eniî, 4|qilii|iii*e .iîî\ ei|iîalmiis qui nqu'eseîilent les mnuvemenls iidi- 
u ' e pe»if ddin sistrîue de fîudmuües, Idurail l(‘s iu(.éf>’rales men- 
liMiîiif M . Mil 4 iHid*qijiees par TautiUîr des Harrrirrs dans divers Mé- 
îiUiiiM'. jti t-.riîîes .1 r Ituiilemie eu tH'nj et iH’io (* ), (d, ces inlégrales. 
iMiiifiir li I î dd !*♦ ^îemiure dti i a janvim’i (Sa;) drume IX (l(',s d/e- 
wî^.iirr'i ï/m / hiidn'Hîîf' ^ fnurntsM'ni h' tinn’crt tl’((ssipii(*r tes lois smcaiit 
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:a -, iv a*-. .4' \î lie iraiiHM.ie de juillet iHlo. puis eu totalité dans le formai 

, 1 ^ il“‘ I*".-f - .'l'r* Uf 
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lesquelles un ébranlement, primitiçement produit en un point donné d'un 
système de molécules, se propage dans tout le système. On voit, par le 
texte même cia Mémoire de janvier 1829 [ibid.), que, des cette époque, 
l’auteur avait déjà traité, non seulement le cas où Vélasticité du système 
reste la même en tous sens autour d'un point quelconque, et où le système 
est en conséquence isotrope, mais aussi le cas où Vélasticité du système 
reste la même en tous sens autour de tout axe parallèle à une droite 
donnée. Il avait même reconnu que, dans ce dernier cas, les coefficients 
renfermés dans les équations aux dérivées partielles, dépendants de 
la nature du système, peuvent acoir entre eux des relations telles que la 
propagation d'un ébranlement, primitwement produit en un point du sys¬ 
tème, donne naissance cl trois ondes sphériques ou ellipsoïdales; puis, en 
faisant abstraction de celle des trois ondes qui disparaît açec la dilatation 
du volume quand F élasticité. du système reste la même en tous sens, il 
avait vu les surfaces des deux ondes restantes se réduire au système d’une 
surface sphérique et d'un ellipsoïde de résolution, V ellipsoïde ayant pour 
axe de résolution le diamètre de la sphère; et, après avoir constaté l'ac- 
cor'd remarquable de ce résultat asec le théorème d'Huygens sur la double 
réfraction de la lumière dans les cristaux à un seul axe, il avait conclu 
que les équations du mousernent de la lumière sont comprises dans celles 
qui expriment le mousernent d’un système de molécules très peu écarté 
d'une position d'équilibre. 

Au reste, comme on peut le voir dans les f et 8® livraisons des 
Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, les intégrales que 
fournit la méthode exposée dans le XIX® Cahier du Journal de l’École 
Polytechnique et dans le Mémoire Sur l'application du calcul des résidus 
aux questions de Physique mathématique coïncident, dans le cas parti¬ 
culier où le système est isotrope, avec les intégrales que renferme un 
Mémoire de M, Ostrogradsky, lu à l’Académie de Saint-Pétersbourg le 
10 juin 1829, cité parM. Poisson en octobre i 83 o et publié, en i 83 r, 
dans le Tome des Mémoires de cette Académie. Elles sont analogues 
aux intégrales que renferme un Mémoire présenté par M. Poisson à 
l’Académie des Sciences le 11 octobre i 83 o, et même à celles que ce 
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géomètre avait données le 24 novembre 1828, mais dans lesquelles la 
détermination des fonctions arbitraires était demeurée incomplète. 

Dans le cas general ou 1 élasticité du système n'est pas la même en 
tous sens, ni autour d’un point quelconque, ni autour de tout axe 
parallèle à une droite donnée, les valeurs des inconnues, fournies par 
la méthode générale que nous avons rappelée, se trouvent représentées 
par des intégrales définies sextuples. Mais on peut, à l’aide d’un chan- 
gi'mcnt de variables indépendantes, réduire les intégrales sextuples à 
des intégrales quadruples, dans le cas où l’équation devient homogène. 
CctUî dernière proposition a été donnée par l’auteur des Exercices dans 
un Mémoire que renferme le Bulleiin des Sciences (^ ) de M. de Férussac 
|)Our le mois d’avril i 83 o (page 278). Dans ce Mémoire, l’auteur con¬ 
clut d(^ son analyse que les phénomènes sonores, lumineux, etc., 
rcprésimtés par des équations homogènes aux dérivées partielles, don¬ 
nent naissance à des ondes sonores, lumineuses, etc., qui ne laissent 
pas de traces de leur passage, et dont les surfaces se trouvent repré¬ 
sentées par des équations qu’il apprend à former. D’ailleurs, comme 
le même auteur l’observe dans le Tome X des Mémoires de l’Académie 
[Mémoires des 3 i mai et 7 juin i 83 o (^)], les surfaces des ondes ainsi 
déterminées sont précisément les surfaces courbes qui ont pour enve¬ 
loppes les ondes planes dont il a donné la théorie dans les Exercices de 
Mal hématiques. Ajoutons que, dans le cas particulier où l’on considère 
un système de molécules dont l’élasticité reste la même en tous sens, 
les vitesses propres dos molécules, mesurées à de grandes distances du 
contre d’ébranlement, offrent, dans les deux ondes propagées, les 
mêmes directions qu’elles offriraient si ces deux ondes étaient rigou¬ 
reusement planes. Ces vitesses sont donc alors dirigées suivant des 
tangentes ou suivant des normales aux surfaces des ondes. En d autres 
termes, les vibrations des molécules, mesurées loin du centre d ébran¬ 
lement, sont alors ou longitudinales ou transversales par rapport aux 
rayons vecteurs. M. Poisson, qui avait d’abord révoqué en doute les 

(1) OElivres de Cauchy^ S. II, T. II. 

(2; Jd, S. ï, T. II. 

OEuvres de — S. ï, t. VI. 


02 
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vibrations transversales, a fini par les admettre lui-même et par tirer 
de ses formules la proposition que nous venons d’énoncer. En effet, 
ces vibrations transversales, admises par Fresnel, puis, données par 
l’auteur des Exercices comme résultat du calcul et spécialement comme 
une conséquence de la théorie des ondes planes, dans les Mémoires 
des 3 i mai et 7 juin i 83 o, se trouvent déduites des intégrales géné¬ 
rales du mouvement d’un système isotrope, à la fin du Mémoire que 
M. Poisson a lu à l’Académie des Sciences, le 11 octobre i 83 o. 

NOTE DEUXIÈME. 

Intégration d’une équation linéaire aux dérivées partielles et à coefficients 
constants, avec un dernier terme fonction des variables indépendantes. 

Considérons, pour fixer les idées, quatre variables indépendantes 

X, y, Z, t 

qui pourront être censées représenter trois coordonnées rectangulaires 
et le temps. Soit 

F(j',7, -, t) 

une fonction de ces variables, entière, du degré a par rapport à t, et 
dans laquelle, pour plus de simplicité, nous supposerons le coefficient 
de Z" réduit à l’unité. Supposons d’ailleurs que, or étant une fonction 
inconnue, et 

y, -, O 

une fonction donnée des quatre variables x, y, z, t, on assujettisse 
l’inconnue cr à vérifier : 1° quel que soit i, l’équation aux dérivées 
partielles 

(1) F(D:b, Dj., D;, do CT —-t{x, y, Z, t) ; 

2" pour tz=o, des conditions de la forme 

(2) rs — xs^{x, y,z), D^ro— - J, =), D?"* w ■= (cr, j, 3). 

Enfin concevons que, 

o(a, ê, y) et f{x,y,z) 
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Observons encore qu’en vertu d’un théorème donné par M. Poisson 
dans le Mémoire du 19 juillet 1819,00 a généralement 

I ^ cos (a- H- 6 ® H- y-)-12^ f( J?, 7 , 5 ) (fi 

^ I 

=: y-- I I t s]npî{w Q^ùcosp, y sinpcosq, z -h sin/? sint/) dq dp. 


De plus, on peut de l’équation (6) tirer celles que l’auteur des Exer¬ 
cices de Mathémaliqaes a données dans plusieurs Mémoires présentes à 
l’Académie en i 83 o, ou, ce qui revient au même, on peut de l’équa¬ 
tion (6) déduire la formule 


COS(a(x^-l- bo^-+- cy--\- idzy -j- 2 eya -t- 2 f{x, y, 2) dt 


5 îi i 


iîcosp t 


sin/?cos7 L?>\np s^mq^^ dq dp 

çê ’ “ ^ ) a'’ ’ 


dans laquelle on a 

(8) t!?-= ^^(cosyj, sin/)C0S(7, sin/>sing'), 


en supposant 

(9) î(x,y, z) = ax^- 4 - by^-t- cz-H- 2dyz -t- 2ez.x.-t- 2fxy, 

et les constantes 


a, b, c, cl, e, f liées aux constantes a, b, c, d, e, /, 
de telle sorte que les équations 

ax fy -h ez — \, fx -h by-h dz —y, ex -hdy-i- cz—z 
entraînent les suivantes : 

ax -I- fy -t- ez = ic, fx -i- by -1- dz —ex h- dy -f- cz = 

Pour montrer une application des formules qui précèdent, considé¬ 
rons un cas particulier traité par l’auteur des Exercices, non seulement 
dans le Bulletin des Sciences d’avril i 83 o, mais aussi dans les Mémoires 
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<l(‘s 12 iivvil et 17 mai de la môme année; et supposons que, le second 
membre de la formule (1) étant réduit à zéro, on pose, dans cette for- 
mu b;, 

F(.r, _)•, 5, t) = û— bf--hcs^-+- 7 .dyz -t- -lezx -1- a/j-r); 

celte même formule deviendra 


( 10) I)f CT =: («DI H- él)j. -h cD| - 4 - Q.dJ)yJ)2eT )2 /D^Dj.)i5î. 

(ada posé, si l’on désigne par 

üt(æ;, J, j) et 11(2;, J, s) 
les valeurs initiales des fonctions 

7 x 5 et J)i 7 jj; 

si d’ailleurs, en attribuant à une valeur positive déterminée par le 
système des formules (8) et (9), on pose, pour abréger, 


, cosp sin/pcosg- 

(il) .t: - 1 - t —> lA—f -h t 


V — Z H— t 


sinp sin^ 


et' ' ■ çr y-’ 

et, de plus, 

1 

(,.j) %~{abc — ad^—be^—ef--^ ■xdefY, 

on trouvera Ynullctin d’avril i 83 o (')] 


n TC 

tsinpïlÇk, [J- 


(i3) 


4 




^0 ^0 

a-ir 


dq dp 

"'W' 


— DiJ” tsmpTsÇk,if. 




dq dp 


cp 


Si les fonctions 


m{x,y,s), Eix,y,s) 


n’ont de valeurs sensibles que pour de très petites valeurs numériques 
de ,x-, J, s, les intégrales définies que renferme le second membre de 
la formule (i3) n’auront de valeurs sensibles que pour des valeurs de 


(P) OEiwrcs de Cauchy, S. II, T. II. 
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X, y, Z, t propres à vérifier sensiblement les formules 

7 rzi O, =i O, V — O, 

OU, ce qui revient au même, les formules 

to^osp ifsinpcosf? ^sinpsinf? 

7 + -%—^- 0 , -^= 0 . 

Or, de ces dernières, jointes à l’équation (8), on tirera 
OU, ce qui revient au même, 

(i4) a^--H bj-H- 2Ûyz -+- 2eza! h- 2fcrj. 

Donc la formule (i 3 ) conduira aux conclusions que l’auteur des Exer¬ 
cices a énoncées dans le Mémoire du 12 avril i 83 o [?;oi>le XX® Cahier 
du Journal de VÉcole Polytechnique (^ )], et que nous allons reproduire. 

Supposons que réquation 

D|zn ~ cDr h- 2 ^r/DyD:;-H 2^0;; 2 /Da:Dy)w 

se rapporte à une question de Mécanique ou de Physique dans laquelle t 
représente le temps et x^ 7, x; des coordonnées rectilignes ; supposons d'ail¬ 
leurs que les valeurs initiales de trr et de D^tu soient sensiblement nulles 
pour tous les points situés à une distance sensible de Vorigine des coordon¬ 
nées, Au bout du temps t, la variable rrs naura de valeur sensible que dans 
le voismage de la surface du second degré représentée par réquation (IZ^). 

Cela posé, concevons que la quantité m dépende des vibrations très 
petites d'un corps solide ou d'un fluide pondérable ou impondérable, et 
que ces vibrations, d'abord produites dans le voisinage de l'origine des 
coordonnées, se propagent dans l'espace, et donnent ainsi naissance à une 
onde sonore ou lumineuse. La surface de l'onde coïncidera, au bout du 
temps t, a^ec celle de l'ellipsoïde représenté par l'équation (i4)- suite, 
la vitesse du son ou de la lumière, mesurée suivant le rayon vecteur r de 
cet ellipsoïde, sera la quantité représentée par le rapport ^ • 


(1) OEmres de Cauchy, S. II, T. 1. 
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ÎS'OTE TROISIÈME. 

Intégralion des équations qui représentent les mouvements infiniment petits 
d’un système isotrope de molécules. 

Soient, dans un système isotrope de molécules, 

X, y, ^ les coordonnées rectangulaires et initiales d’une molécule /«. 

correspondantes à un état d’équilibre; 
ç, q, Ç, les déplacements de la même molécule, au bout du temps /, 
mesurés parallèlement aux axes coordonnés; 

'■> ~ HyiQ +• D-'( lu dilatation du volume. 

La valeur de u sera déterminée par une équation de la forme 

et les valeurs de '/], 'C par des équations de la forme 

I Kofr les Exercices de Mathématiques pour l’année 1828, p. j8o et 
2ri (').'] La question se réduira donc à intégrer deux équations aux 
dérivées partielles et à coefficients constants, dont l’une offrira un 
second terme représenté par une fonction donnée des variables indé¬ 
pendantes. Si, d’ailleurs, on nomme 

x{x,y,z), ^{x,y,z), X{æ,y,z), W{x,y,z) 

les valeurs initiales de 

-O, ç, D,?, D,;, 

et si l’on pose, pour abréger, 

({x,y, s) — <?(•»,/, -) -hBj- xix,y, s) -h à(x,y, z), 

,i{x,y,z) = 'Dx^(x,y, z) -i-DyX{x, y, z) -h D;’F(.r, j-, ^). 

les fonctions 


(1) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VMI. 
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représenteront les valeurs initiales de 

V, DiV. 


L’équation (i) est entièrement semblable à celle qui détermine la pro¬ 
pagation du son dans l’air. En vertu de la formule ( 4 ) de la Note II, 
elle aura pour intégrale 


( 3 ) 


I -H / COS(a--l-0--1-J, 
l •''ü 


Ajoutons que, en vertu de la même formule, la valeur de ^ déterminée 
par l’équation (2) sera de la forme 

( 4 ) ^ 2 . H- 

la valeur de S étant 


( 5 ) 


I S =1 cos ( a- -H 6- ^ 9 ( æ, y, .s ) 

-H f COS(a--i- 
^0 


et la valeur de a étant assujettie : 1“ à vérifier, quel que soit (, l’équa¬ 
tion aux dérivées partielles 

(6) [D?-£2;(D|-i-D2-!-D|)]8=;(î22-£2;)-j; 

2° à vérifier, pour t = o, les conditions 

(7) a = o, Di8=o. 

ür, sous ces conditions, la formule ( 4 ) de la Note II donnera 

l),a = (îî® —iîf) f cos(a=-hê2-i-y-)'i2/f —t) x cos(a--i- o.j. 3 

■+{Q?—a]) f COS{oi--+-è^-ï-/-y-^j{t-T) f COS(a2H-S=-t-y^)'^t2-i(I-, J-,5 

D’ailleurs, en posant, pour abréger. 



extrait N“ 159. 


on a idontiquoment 

v.ospÜ,{l — T) X - .^sinpQi;- Q,sii)pÇj.^ 

' " P 

= / {^-cospüt — H’-coso9.,t)dt, 
(< 2 ^- 0 ;^) r'cOSpO(^-^) rcosp.ar ./---- 

* Q ,0“ 




i^)) <: 


( Or cos p9.l — 9f cos P1», 1 1 (II-, 

' ' ü *- 0 

Doue la formule (8) peut s’écrire comme il suit : 

[^i-COS(a 2 -h 62 -{-y»-fi 2 < — £2f COS( 3 £ 5 +S^ 4 - 7 =fO,/] 

cos(a^-t- 6^ ■+-y^-)-9,L — 9f cos(aH- S-+ z] dt 


•■'() 


l I \ 0:2 

' 'o ’ 'o 


Or, cette dernii're, combinée avec la formule trouvée en i8i() par 
M. Poisson, c’est-à-dire avec la formule (G) de la Note II, donnera 


('<>) 




^ [9J al,fx,v)-9Ji\7.„p.,,v,)]dqdp 

fi, v) — £2;.T(/„ fi,, V,)] dq dp. 


l\Ti 

IL. 

4 TT . 


1 (' sii>n(i D;' indiquant une intégration effectuée par rapport à /, à partir 
d(‘ / = O, et les valeurs de X, p., v, X,, pi,, v, étant 

1 . .c- 1 -ii i cos/-i, fi — siii/?cosy, v =.sh-I 2 < sin/jsiui/, 

),,= ,r-t-£2,^ C03/5, p.,=: jK H-£2,i! sin/> COS 17 , ' v,= s 4 -£2/sin/> siiir/. 

De plus, on tirera immédiatement de l’équation (10}, en observant que 
« doit s’évanouir avec l. 


(") 


r:rL! 

4 7t 

OEupres de — S. I, t. VI. 


[£2^ (’(>., fi, v) — £2f f (X, '■'/)] ch dp 

[£ 2 ’-#(X P, v) — £ 2 X 7 (X, p„ V,)] cZÿ 


00 
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Les formules ( 4 ), ( 5 ) et (ii) qu’on obtient, comme on vient de le 
'oir, en combinant avec le théorème de M. Poisson la dernière formule 
lu Mémoire de 1827 sur l’application du calcul des résidus aux ques- 
ions de Physique mathématique, suffisent pour déterminer les lois de 
a propagation du mouvement dans les milieux isotropes. Ces formules 
ont précisément celles que j’ai mentionnées dans les livraisons 7 et B 
les Exercices cl’Analyse, et que j’avais obtenues à l’époque où je m’oc- 
upais de la théorie des corps élastiques. Los manuscrits qui les ren- 
erment ne fixent pas avec précision leur date, que divers indices 
eportent à l’année 1828. Mais ce qui n’est pas douteux, c’est que le 
lémoire du 12 janvier 1829 indique des formules tirées du Mémoire 
e 1827, non seulement comme offrant, sous le signe /, les fonctions 
ai expriment, à l’origine du mouvement, les déplacements et les intesses 
'.es molécules, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, mais encore 
;omme propres à fournir les lois suivant lesquelles un ébranlement produit 
n un point donné d’un système de molécules se propage dans tout le sys- 
ème. Ajoutons que le Mémoire du 17 mai i 83 o cite précisément le 
héorème de M. Poisson comme fournissant le moyen de réduction des 
ntégrales correspondantes à un système isotrope, et que, relativement 
. un tel système, le Mémoire de janvier 1829 dit expressément (t. IX 
les Mémoires de VAcadémie des Sciences, p. i t5) : 

Si un système de molécules est tellement constitué que l’élasticité du 
ème soit la même en tous sens, un ébranlement, primitivement produit en 
m point quelconque, se propagera de manière qu’il en l'ésulte deux ondes 
phériques animées de vitesses constantes, mais inégales. 

Je rappellerai en finissant que les formules ( 4 ), ( 5 ) et (ri) ne dif- 
èrentpas au fond des intégrales que M. Ostrogradsky a données dans 
in Mémoire lu à l’Académie de Saint-Pétersbourg, le lo juin 1829, 
ûté par M. Poisson en octobre i 83 o, et publié en i 83 j. 
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NOTE QUATRIÈME. 

Slir rintégration des équations qui représentent les mouvements Infiniment 
petits an système de molécules dont Vélasticité reste la meme en tous sens 
autour déun axe quelconque parallèle à une droite donnée, 

La (jaeslion dont il s’agit ici, et sur laquelle je reviendrai dans un 
aulia^ arlic.le, a été traitée, non seulement dans le Mémoire du 12 jan¬ 
vier 1829, mais aussi dans le Mémoire présenté à l’Académie des 
Sciences le 17 mai i 83 o, et parafé à cette époque par le Secrétaire 
[X'rpétuel, M. Georges Cuvier. 

Les formules qui sont relatives a cette question s’appliquent, a plus 
forte raison, au cas particulier où le système devient isotrope, et foui-- 
nissent alors les résultats suivants. 

Reprenons les équations (i) et (2) de la Note III, et posons, comme 
dans le Mémoire lithographié d’août x 83 G, 

IJ = l),Y]-DyÇ, V=1)*Ç-D,|, W = D^Ç-D^r,. 

On aura 

( I ) [ l)f - il; ( 1).| H- D|. - 4 - D! )] U = O ; 

(d l’on pourra encore, dans cette dernière équation, remplacoi L pai \ 
ou par W. Cela posé, on connaîtra immédiatement, d’une part u, et 
d’autre part U, V, W. D’ailleurs, 

U, ü, V, W 


étant connus, on connaîtra 

(1)1. + 1)1 + D?)? = Dx-^ + - D=V, 

et, par suite, 

Or, on. se trouvera ainsi ramené aux formules (d), ( 5 ) et (ii; de la 
Note III qui peuvent, en conséquence, se déduire, non seulement 
la dernière formule du Mémoire Sur Vapplication du calcul des resu us 
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aux questions de Physique mathématique, mais encore des formules 
établies dans le Mémoire du 17 mai i 83 o. 


160 . 

Analyse mathématiqoe. — Rapport sur une Note de M. Passot, relative à la 
détermination de la variable indépendante dans l’analyse des courbes. 

C. R., t. XIV, p. 5 o 8 (4 avril i84'2). 

L’Académie nous a chargés, MM. Coriolis, Piobert et moi, de lui 
rendre compte d’une Note de M. Passot, relative à la détermination de 
la variable indépendante dans l’analyse des courbes. Avant d’exprimer 
notre avis au sujet de cette Note, nous pensons qu’il est convenable de 
rappeler les motifs qui ont engagé son auteur à la produire. 

M. Passot a fait précédemment à l’Académie diverses Coininunica- 
(ions, qui ont été l’objet d’un Rapport lu à la séance du 3 o no¬ 
vembre i 84 o. Il est dit, dans ce Rapport, que les expériences entre¬ 
prises par M. Passot constatent certains faits que l’on doit considérer 
comme nouveaux; mais les Commissaires, en admettant ces faits, n’ont 
point admis les explications que M. Passot en avait données. C’est 
dans le dessein de faire prévaloir ses opinions théoriques que l’auteur 
a rédigé la Note dont il s’agit en ce moment. Les propositions nou¬ 
velles que cette Note renferme nous ont paru, dès le premier instant, 
inexactes; et, convaincus de cette inexactitude, nous aurions désiré 
que l’auteur nous dispensât d’en fournir la preuve. Mais l’insistance 
avec laquelle il réclame un Rapport nous engage à rompre le silence, 
et à entrer ici dans quelques détails. 

Nous commencerons par convenir franchement et sans détour que, 
malgré les importants travaux des géomètres modernes, la solution 
exacte des problèmes de Mécanique rationnelle laisse encore beaucoup 
à désirer. Ainsi, en particulier, l’application des principes généraux 
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si.irte i|îii% riiiie étant doîtntn% laiiîff* s f*n dednism Imnn*. d(-s deux 
lai'iaiiles sera iiïte foiîetioii de 1 autre eoïisidiUi'e eomm(‘ variable- inde- 
priidatile. Mam il est idair que le elmix de la varialile imlépcunlante 
•^era eiiliereiiieîit arbitraire. Ainsi, par (‘Xfunpbn dans la Mecanifjne, 
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l’espace parcouru par un point matériel qui sc meut, et le temps em¬ 
ployé à parcourir cet espace, sont deux variables dont 1 une dépend do 
l’autre, et dont l’une quelconque peut être prise pour variable indé¬ 
pendante. Effectivement, on peut demander, à volonté, ou quel sera 
l’espace parcouru pendant un temps donné, ou quel sera le temps em¬ 
ployé à parcourir un espace donné. 

Concevons à présent que l’on passe du système de deux ou de plu¬ 
sieurs variables au système de leurs différentielles. Ces différenticdlcs 
ne seront autre chose que des quantités dont les rapports seront équiva¬ 
lents aux dernières raisons des accroissements infiniment petits que peuvent 
prendre simultanément ces mêmes variables. En vertu de cette définition, 
les différentielles des fonctions dépendront à la fois des variables indé¬ 
pendantes et des différentielles de ces variables. D’ailleurs, ces dci-- 
nières différentielles pouvant être choisies arbitrairement, il sera, non 
pas nécessaire, mais convenable, de les réduire, pour plus do simpli¬ 
cité, à des constantes, c’est-à-dire à des quantités indépendantes des 
variables dont il s’agit. On admet généralement cette réduction, et 
nous ne ferons ici aucune difficulté de nous conformer à cet usage. 

S’il s’agit de deux variables liées entre elles par une équation, on 
pourra considérer comme constante la différentielle de l’iinc ou d(' 
l’autre variable, suivant que l’on prendra l’une ou l’autre pour indé¬ 
pendante. Il peut d’ailleurs arriver que, pour une valeur particulière 
de la variable indépendante, la différentielle de la fonction deviemu^ 
infiniment petite par rapport à la différentielle de la variable. Mais, 
dans ce cas même, il faudrait bien se garder d’affirmer que la dilfé- 
rentielle de la fonction sera toujours nulle, et d’en conclure que la 
fonction devra changer de rôle, c’est-à-dire, se transformer en variable 
indépendante. En effet, non seulement une variable, dont la difiéren- 
tielle s’évanouit toujours, cesse d’être variable, et à plus forte raison 
variable indépendante; mais en outre la différentielle d’une fonction 
est généralement une quantité variable, dont les valeurs particulières 
doivent être soigneusement distinguées de la valeur générale. Si 
M. Passot n’avait pas omis celte distinction à la page 2 de sa Note, il 
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ol si l’on pose, pour abréger, 

Y}yZ = q, 

elle deviendra 

(2) F(.r, 7,^,/?,5r) = o. 

Soit maintenant 

(3) 3=:/(j?, 7, a, 6) 

une valeur de qui, renfermant deux constantes arbitraires a, €, ait la 
double propriété do vérifier l’équation (i), et de se réduire, pour une 
valeur donnée \ de la variable x, à une certaine fonction de y, a, ê re¬ 
présentée par f(y, a, 6), en sorte qu’on ait identiquement 

/(£, J. S) = f(jj “«J 6)- 

jj’équation (3), dilférentiée par rapport ky, donnera 

(4) y = Dj,/(j;,/, a, 6). 

tlela posé, concevons que des équations (3) et (d), résolues par rapport 
à a, fi, on tire 

(5) a=u, S=:r, 

U, V étant des fonctions déterminées de x, y, z, q \ et nommons 

U, V 

<‘,e que deviennent u et e pour x Les valeurs de a, fi, tirées des 
équations 

( 6 ) 

( <7 —6)» 

seront précisément 

(7) a = U, 6=V. 

D’ailleurs, en considérant ^ et comme des fonctions de x, y, déter¬ 
minées par les équations (3) et (4), ou, ce qui revient au môme, par 
les formules (5), on tirera de la seule équation 


<X= U, 
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ment à zéro, l’équation 

.f{x,y,z,q) — 0 

établirait entre 

r. q 

une relation qui devrait subsister pour la valeur E de .r; et par suite 
l’équation . 


établirait une relation entre les valeurs de i,y, qui peuvent être choi¬ 
sies arbitrairement, et les valeurs de s, q tirées dos formules (G). Or, 
c’est là précisément ce que l’on ne saurait admettre, attendu qiu* les 
formules (6) peuvent être remplacées par les équations (7), et ([ue 
celles-ci peuvent être regardées comme propres à fournir les vah'urs 
des constantes arbitraires sc, 6 correspondantes a des valeurs doniu'es 
quelconques der, -, q- Donc la fonction y, z, q) doit se réduiri' 
identiquement à zéro ; et, lorsqu’à l’aide de la formule (2)011 elimiiu'/^ 
de l’équation (10), cette dernière devient une équation linéaire aux dé¬ 
rivées partielles, à laquelle doit satisfaire u, considéré comme fonr.tion 
des variables 

X, /, Z, q. 


Donc, en définitive, ta fonction de x, y, z, q représentée par ii est une 
intégrale particulière de l’équation linéaire aux dérivées partielh's 

(1 0 P -+- Q Dy» (P/J -h Qg-) D,a - (Y -1- -yZ) I)„h =; o, 

dans laquelle on suppose p déterminé par la formule ( 2); et ceth' inté¬ 
grale particulière est celle qu’on obtient quand l’inconnue a est assu¬ 
jettie à prendre la valeur U pour a; = ^. On prouvera de même (jne la 
fonction e est encore une intégrale particulière de l’équation li¬ 
néaire (il), savoir, l’intégrale qu’on obtient quand l’inconnue a (“sl 
assujettie à prendre la valeur V pour x = En conséquence, on peut 
énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Supposons que, étant donnée l'équation aux dérivées 
partielles du premier ordre, et à deux variables indépendantes, 

P (^, ,} J Z, — , Dy^) ™ O, 
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on cherche l'inlégmle parliculière qui vérifie, pour x = \, la condition 

- = oc, g), 

i‘( r, a, ff désignant une certaine fonction de la variable indépendante y 
cl des deux constantes arbitraires a, g. Soient d’ailleurs 

a U, 6 = V 

les valeurs de a, g déduites des équations simultanées 

^ = a, 6 ), c7=D3,f(/, sc,ê). 

Il, ^ seront généralement des fonctions déterminées des trois variables 


.r, < 7 ; 

et, pour résoudre la question proposée, il suffira d’éliminer q entre les 
formules 

a — Li^ 6 " r, 


dans lesquelles //, (’ désigneront deux râleurs particulières de Vinconnue 
dé une équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre et à quatre 
rarialdes indépendantes 


œ, y, Z, q. 

Y, Z, P, Q 
F(^, z,p, q) 


Si l’on représente par 
les dérivées partielles de 
prises par rapport à 

y y ly 

Céquation linéaire dont il s'agit sera ce que devient la suivante 
P l)x« + Q -H (Py^ ■+■ Q^) - ( Y 4- <r/Z) o, 

quand on élimine p à l'aide de la formule 


et les deux valeurs particulières u, v de l'inconnue 8 seront celles qui se 
réduisent, l'une à U, l'autre à N, pour x = 

La méthode et les raisonnements, à Laide desquels nous avons établi 
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le théorème qui précède, peuvent être appliqués dans tous les cas à 
l’intégration d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre, 
quel que soit d’ailleurs le nombre des variables indépendantes; et l’on 
se trouve ainsi conduit au théorème général que nous allons énoncer. 

Théorème IL — Soit « une fonction inconnue des n variables indé¬ 
pendantes 

assujettie à la double condition de vérifier : quel que soit /, l’équation 
aux dérivées partielles du premier ordre 

F J, Z, Dym, D-w, ..., =: o ; 

pour t = ^ fia formule 

Txs zzz r(^5 y y z^ ••♦J y J 

dans laquelle cc, 6 , y, ..0 désignent des constantes arbitraires dont le 
nombre est égal à celui des variables x^ z-, . t. Posons d’ailleurs, 
pour abréger, 

z=z DjCI = < 7 , D-CJ zzz r, . .., s ; 


et soient 

a:=ü, 6=:V, yrziW, 

les valeurs de a fi, y, ... tirées des formules 

Gj— ({x,y,z, a, 6, y, 0), 
P — y, Z, ...J oc, G, y, 0), 

q -zzByffi, y, Z, . , . , oc, G, y, . .., <9 ), 
/ — D~f(j?j y, Z, oc, G, y, , 6), 


U, V, W, ... représenteront des fonctions déterminées des 'in — i quan¬ 
tités variables 

J ? • 3 ^3 py q^ ^3 • • • î 

et, pour résoudre la question proposée, il suffira d’éliminer 

P, q, /•, ... 




entre les formules 
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dans lesquelles 


Uy 6 zz: V, y ~ (ï>, 

U, (f, . ,. 


désigneront n valeurs particulières de Vinconnue d’une équation linéaire, 
aux dérivées partielles du premier ordre, et à 2n variables indépendantes. 
Si Von représente par 

X, Y, Z, T, n, P, Q, R, S 


les dérivées partielles de 

^ 7 -^, q,r, s) 


prises par rapport a 

X, y, Z, . . • J t, ru, P, q, r, . .. , s, 

réquation linéaire dont il s agit sera ce que devient la suimnte 

P -h Q By'é R . -h S 

( P P ~i~ Q q —h" R r H— . . . + S 5 ) ï) JJ y 
- (X-^pîl) D,,^~~{Y-^qJl) D/^™(Z^-r^) 1),O, 

» quand on élimine s à V aide de la formule 

F(x,y, Z, ...,t,w,p,q,r, ...,s)-=iq; 
et les n valeurs particulières 

II, V, (T’, . . . 

de Vinconnue seront celles qui se réduisent l'espectiçement à 

U, V, w, 

pour / = T. 

Puisque l’intégrale générale d’une équation aux dérivées partielles 
du premier ordre peut immédiatement se déduire d’une intégrale par¬ 
ticulière qui renferme autant de constantes arbitraires qu’il y a de 
variables indépendantes, le théorème II réduit évidemment 1 intégra¬ 
tion d’une équation quelconque aux dérivées partielles du premier 
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ordre à l’intégration d’une équation linéaire du même ordre, dans 
laquelle le nombre des variables indépendantes est double. Ou peut 
d’ailleurs, comme on sait, réduire l’intégration d’une équation linéaire 
du premier ordre à l’intégration d’un système d’équations dilîéren- 
tielles. Mais cette seconde réduction conduit rarement à des équations 
différentielles intégrables; et, au lieu de l’opérer, il sera généralement 
plus avantageux d’appliquer directement à l’intégration de l’équation 
linéaire les formules générales que j’ai données dans un Mémoire litho¬ 
graphié de iS 35 . En effet, posons, pour abréger, 


P n Q Pu, . / P/' -H Qy -h |{ /■ . 

□ « = ^ Dx» -T- ^ Dy8 -H ;t D;B 

O U ' O 


s 


h.V i)^H 




et 


v« 


H' 


n^e/L 


L’équation linéaire, que le théorème II Bu])stitue à ré({uation pimpo- 
sée, deviendra 

D(8 = — □», 

et l’ou tirera successivement de cette dernièiuï 


U=\] -^Vü -hV^Ü 

(■ = V +-VV H-vn^ , 


(t’=WH-vw-h vnv-h..., 


On obtiendra ainsi directement les valeurs d(( 

K, U', ... 

développées en séries qui, dans plusieurs cas, pourront être sommées, 
et qui d’ailleurs pourront toujours être employées tant <1110 la valeur 
numérique de la différence ü — t ne deviendra pas assez grande pour 
que ces séries cessent d’être convergentes. 

Dans d’autres Articles je donnerai de nombreuses applications des 
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principes que je viens d’établir, et je montrerai comment ces principes 
p(îuvent être étendus à des équations d’ordre supérieur au premier, 
ou, ce qui revient au même, à des systèmes d’équations simultanées 
aux dérivées partielles du premier ordre. 


162 . 

(IvceuL INTÉGR.VL. — Sur une intégrale remarquable d’une équation 
auœ dérivées partielles du premier ordre. 

G. K., T. XIV, p. 769 ( 3 o mai 1842). 

Considérons une équation aux dérivées partielles du premier ordre 
entre une inconnue w et« variables indépendantes 

dont la dernière l peut être censée représenter le temps, dans les pro¬ 
blèmes de Mécanique. L’intégration de cette équation pourra se ré- 
duiiH! à l’intégration d’un système d’équations difTérentielles du pre¬ 
mier ordre, ou bien encore, comme je l’ai remarqué dans la séance 
précédente, à l’intégration d’une seule équation linéaire aux dérivées 
partielles qui renfermera -in variables indépendantes, et qui ne sera 
autre chose que l’équation caractéristique coiTespondante au système 
dont il s’agit. D’ailleurs, parmi les intégrales de ce système, il en est 
une qui ne contient d’autres constantes arbitraires que celles qui 
peuvent être censées désigner les valeurs initiales des variables indé¬ 
pendantes X, y, X?, ... et de l’inconnue rs. Or il est important d’observer 
<[ue cette intégrale du système d’équations dilféi'enticlles est en même 
temps une intégrale de l’équation donnée aux dérivées partielles. Ajou¬ 
tons qu’elle se déduit immédiatement par élimination de n intégrales 
particulières de l’équation caractéristique, savoir, de celles qu ou 
obtient quand on prend successivement pour valeurs initiales de 1 in- 
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connue de cette équation caractéristique chacune des quantités va¬ 
riables 

X, y, , ro. 

Telles sont les propositions principales que je vais établir dans la pré¬ 
sente Note. 


Analyse. 


Soit 

(i) V{x,y,z, t,xs,p,q,r, = o 

l’équation donnée aux dérivées partielles, dans laquelle on suppose 

/>=:Da:ro, CJ—I>yTj5, /“D-ST 5=|),OT, 

et nommons 


X, Y, Z, T, n, r, Q, R, s 

les dérivées partielles de la fonction 

7{x,y,z, ..., t,m,p,q,r, ..., .ç) 

différentiée successivement par rapport à chacune des quantités va¬ 
riables 

x_, y, Z, t, rs, P, q, r, ..., .v. 

L’intégration de l’équation (i) pourra être réduite, soit à l’intégration 
des 2rt — I équations différentielles comprises dans la formuL'. 

/ dx _ dy _ dz _ _ dt _ c/w 

I P" ~ Q" ~ R “ iS ~ P/jTQy- h R/--h'.S.v 
(2) < 

I _ dp _ dt/ _ dr 

\ - ~{X+pîL)~ — (YH-r/îlj —7z+TIÏ) ' • • • ’ 

s étant déterminé en fonction de 

X, y, Z, , t, m, P, q, r, ... 

par l’équation (1), soit à l’intégration de l’équation caractéristi(jue 

^2^ ( ÉDæ*s-t-QDyS-i-RDja-t-...H-SD(B {Pp -h Qq - 1 - Rr S.f) Dr^a 

i -(X+/)n)D^8-(Y+^II)D,a-(Z-4-/-H)D,w-...-.^o. 
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culicre de l’équation (i), les dérivées p, q,r, ... de celte intégrale prises 
par rapport & x, y, z-, ..., nous devons conclure qu’en vertu des équa¬ 
tions ( 4 ) les conditions( 5 ) seront vérifiées pour une valeur quelconque 
de t, si elles se vérifient pour la valeur particulière z = v. 

D’autre part, si l’on regarde les équations ( 4 ) comme propres à dé¬ 
terminer 

P, Ç, r, ... 


en fonction de 


X, 




t, 


on tirera de ces équations, différentiées par rapport à .-r, 

DajW U D;c^ “1“ D^i^ ^xP “e” D^-f" D,.w D^./* -h ... 

Dxi’ -t- D^e D^ro -i-D^e B^p -H D^ e Dj,»/ -f-D,.e Dx/’-l-. - • =-■ o, 
+ -^BpwBæp-^-BgwBxq + B,.w\)^r .. = o, 


et, par suite, 

( 6 ) 

chacune des sommes représentées à l’aide du signe S étant une fonc¬ 
tion alternée dont les divers termes se déduisent les uns des autres 
par un ou plusieurs échanges opérés entre les seules lettres «, e, w, .... 
Comme d’ailleurs l’équation (6) devra continuer de subsister quand 
on échangera entre elles les lettres 

.r et J, P cL <7, a et e, 

ou bien les suivantes 

J- et Z, P et. /•, n eL iv, 

etc., il est clair que les conditions ( 5 ) pourront s’écrire comnn' il suit : 

S (± DpC Bqiv ...) 

S (± DcjfiDpe BqW. ..y 

S (±: Dy (’ Dy M Dp (P...) 

S(± Dcjr b,î« Dp^v...)’ 



S (± Dj^DpC D.,»'.. ■) 

S(dzDcj«<Dp(’D„o'...)’ 


(7) 





I \ ni \ i r ifri. 




il- , J - iit.t i ii 1 1 ifAiil j».ir 


^ . ’, . ,12. 1. .‘>1, 

h n r 4^ «1 II », I ! lit t jirt à \ i*ritii‘r t’iuj lia lion (4 j, si* rnduisinil 

|4- 11 I I^llirlil .1 

. ' . /% ^/. /. .... 
jiMiir I I I P.Il . î j4's lirs lujîiatniii'^ ’* M*rniit ilr la Idianr 

^ .. P : , .... 12» 

' ^ s P f/ *1 . - . . , 

. , ’ . . . . l'I.iul ili**. riui'.taiitr^ arbitraires propres :i 
»..l. Ui > initiales lie ,j , i , ;.m. /K (j, r, ...; et si, 

- f j ît.i I P ^ M . 

i I P ■: ^ 12, 

. ii rlutiüi. Y, f. . •ui .tliiieinlra une etjnaliuii résultante 

K .■. 

, ,! i. pt. un. ! i;,. i,ii.ie iv reufériiiera miiiiueiiient les (juaiitités va- 
, .,1,1, . J. ,, . , f, li. ,i\ee les eoiist,lûtes arbitraires 


^ I. P ' O ' i i ! 

. ^ P . P '.I 1» il I»-'-. 


i 1 Li ji i.p IP-? ■ ri'tjiialnni h» 

, ,i, jM<! - é . :e ■! r, ipi.itotn i , il .. 

, , .i , il , .1'. v.itii ii> 1 -1 les fitnuilles 
.ni, 11 ,, ul i. nfi' • , b'i ijubtil reilttll les 


l'j.|iï'i*si‘litnra nii non nui* inlcï- 

iiHira, il’apri'S ee (jui a été dit. 
sont ou ne sont pas identi- 

finirtiniis 


ï.i% f mp 


3 inn ,U. lue l'e.alnn.er si. dans ee eas. les eiiuatiolis ( 7 ) deviouiieut 
,, ,, , 4 ,ntl.,,., p,e,r nue valeur partieiiliére de /. par exemple pour 
val. H, I nr .t la eu eiVet ee iiiii arri^era, eomme ou |Hmt. 
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s’en assurer en attribuant à L, non pas précisément la valeur L = pour 
laquelle les derniers membres de la formule (7) se présenteront sous 
la forme mais une valeur très voisine de t. Entrons à ce sujet dans 

quelques détails. 

Si l’on pose, pour abréger, 


Q 


R 


n« -g- h- -g- DyB H- ^ D ;38 h- ... h- ( g" /-^ H- -g 7 -f- -g- /* 


Q 


H-- . . . "h ) BtttX 




et 


Va: 


- ^ □ a dt^ 


alors, en attribuant à la différence ^ t un module assez petit pour 
que les séries demeurent convergentes} on aura 

A. zr: Æ’ + Vj; H- V- vP +. . . , 

'•T ™ y H“ ^y ■+■ “H • • • 5 
^ Z=. z-\-lz H- -h. . . , 


— îij Vtît —h V~ gt —H.... 

D’ailleurs, si l’on considère la différence t — - comme une quantité 
très petite du premier ordre, on pourra en dire autant de l’intégrab' 



□ a = — {L 


-i') 


□ a + 






D; (73 a dty 


qui se réduira sensiblement à 


-(^-T)Ga, 

et les divers termes d’une série de la forme 

Vb, V^b, V^b, 

seront respectivement des quantités du premier, du second, du troi¬ 
sième, ... ordre. Cela posé, en se bornant à écrire, dans les développe- 
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al'. ^ 


.Li. !«> trruïrs du pnun’uu* uî’dru, ou aura 


\ i : i Tî 

i / r t 
./ rMl:* 


It ni i / : f 1 w 


>1, - ?iî la-v i* II! an îiiriutS 


S 

H 


f : i 


/ r ^ 


i I 


11 


s' 


■ ^ ■'■) 


1/ 


U-.JI. 1 .--. !>iiiiiiilc‘. <1 jÉi.iirrutil s’ffrin* ainsi (jii’il suit 

V 

. , 

II 


O 


r ! . . . i ■'» 


(/ T) 


. ,l,. tmT I» val.nr te te 

..(...r .Ml.p.il't il i-'iiisi'i'i'""" 

m, /», ^/» • • “ ’ 


îlla, } 
iii 


»•!* pal '•Utfi', 


V 

S( '' S 
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mine des fonctions explicites des seules variables æ, y,z,..t. Mais, 
ns ce cas, la première et la dernière des formules (ii) donneraient 

^ T^ /P Q É \ 

— t) Da:( g/J h- ^-7 -1- . . + sj + ..., 

idis que l’on tirera des antres 

5) D2;f -h. . .= O, Da; O, .... 



ailleurs, on conclura des formules (12) 


Da 


i) 




Q 


R 


• r S 


Ml 


ilin, on réduisant 7 — t à zéro, on verra les formules (lo) et (i4) se 
duire aux suivantes : 


5 ) 


Da 


Da 


5 ) 


Da 


R* ( g- P ' 


Q 


R 

S ' 


'P 


autre part, en considérant 



5 T, p, q, r, X 

mme fonctions de x, y, z, ..., t., on tirera de l’équation (i), dilfé- 
ntiée par rapport à x, 

7) P ^xP Q Ra:(7 R Da;l* + S Da;.Ç ~ O, 

i, ce qui revient au même, 

g Da;/> + ^ DajÇ + ■g RajO H- . . . + Da;S — O ; 


8 ) 


IA I II \ n' tfri. 


I ilf* i!rîii;rii» tHriuïili' juiîife ;m\ rcjuaruMis ( i ">), on 


H n 






Ullirr.i NlllijllntHMll 


H M P 


li.rt, ^ i Mï ; j* ‘iIh ^ ,iiiiiii--t% li jHHir / T, IN'cjiiafion (T) ) s(‘ Irou- 
î, ï - ! ' Miiïîu* fi| , lu |iri‘îiiün‘iM!i*s fonnulos i y) S(‘rodnira 

I , ! ■, . 1 ' . ' ' * I ,.f h ♦!} idiOIÎ il|IÏO 


. py y,y 1 -M,-; .| H * f.iiit ,f|»jdM\i!do a olnn'inio dos ôquaîions (7 u il (‘O 

, '+ pi ^ i«f M'i'a, oiitîiüio ïiuus 1 avions annono(‘, niu* 

;. ^ f ... P , : ’J .*11* 4 J* riMjihif{un I . 

i , I P ft -i\u! qîop dt* roqiîatîtin ■'i , joinli* a la lorinulo ( *^4» 

I 5 J, . f .piji'a 4 lit la '■nii\aliîo 


I î* î,i U 


P P . Ih/ ^ llr 


/; »ii 4 /“ 

\ I It \ illi 

J ï *nil di* la II» fin O 


4 .V 

(S i .vil)’ 


/P i. ^ 


iloMi^naîit dos Idïndions dô((n*inin(‘(‘.s d(‘ 
li ln> ounstanî<‘s arliitrairos 


dir^. pur riajiialioti 


.. ... * H I 


V U il l’ni'li- .'(lualioiis [i) d 
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(22) , on retrouvera : i" les formules (8); oP une équation qui se dé¬ 
duira de ces mêmes formules. On peut donc aisément revenir des for¬ 
mules (21) aux formules (8), et, par conséquent, à l’équation (10). Il 
y a plus, pour obtenir cette dernière équation, il suffira toujours d’in¬ 
tégrer les équations différentielles comprises dans la formule (20), 
de manière que l’on ait, pour t = z, 

( 23 ) x — l, / = ■/), = —(p, q = -/i, ..., 

puis d’éliminer 

P, '?> 9> X’ « 

entre les intégrales ainsi obtenues, jointes à l’équation (21). 

Puisque l’intégrale (10) renferme, avec la constante donnée -, 
n constantes arbitraires 

'i, -n, K, 

elle est, par rapport à l’équation (i), ce que Lagrange appelle une solu¬ 
tion complète. Pour déduire de cette solution complète l’intégrale géné¬ 
rale, il suffira, comme on sait, de poser 

(24) w = f(^,-o, ç, ...), 

ce qui rendra K fonction des seules constantes arbitraires 

Ç, •0, C, •••, 

puis d’éliminer ces *mêmes constantes, devenues variables, entre les 
équations 

(2D) K = o, D5K = o, Dr,K = o, Di;K = o, 

Alors l’inconnue « aura nécessairement, avec les variables indépen¬ 
dantes 

^ 1 • • • ï t, 

une relation qui dépendra de la forme de la fonction arbitraire repré¬ 
sentée par f(a;, y,z,.. .). D’ailleurs, pour ^ = t, les formules (9) coïn¬ 
cideront avec les n premières d’entre les équations (28), c’est-à-dire. 



l'A ni \ i r \ îfri. 


! Al, .oi 4 î'.nü » I , li‘N foriaulr^ 


^ , w l’u. ■ . • ); 
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h U y% ' U î 1 ' 


|i . I , 'j . -îaaî **» Ai f'Lt ih* rtMitarquahlia i\\\i\ dv r(‘lî(‘. dta’üiÎMH* 

I " * ili ii î*a‘iiml*' * uii tira iU’âi‘iNânM'îU riiilrfA’rah* p;riu'‘- 

J . tii lüir î»iiiiii‘ îrila qiia la valiMir da rincaniuia ra, 

i I ifr 'Ml- rrilîii! a la tnarîiiMi faapa”....!. pour 

' a tîI J• • dt* 14 ^ .1 i‘Ia!dt' /. 

\ /■: - 4 îii.aaîrîi.iiil !r ^ jaaitaipt*'. qar uuas vtaious ild^talilir a 

n ’ ’ ^ a. iiipl. . 

s..i |. . d\il»'‘id !%“tj!î.ilî<ai î rtMlüiîr a la suivaali^ : 

/ ^ ^ 

^ i:ri!i;î.!î uil !■>.) . ..pi.-ü'! s qui .■niup.tsfiil les «livurs UUMii- 

î-... . t .! luiil*- •'< }>.n' !)• jinHiiul 

/•/'■ >■ 

1,, j i 4 * n ■ !■ Il î,i ul>' i' n Il'f a 

, V ; il. . ’•/'■' ' ‘0< ' '^’l ^ 

(.111- .'Il .-il ■ >•! Im < 

^ ^ I* 

I » .* I •' ‘ » I 11 « ■ 111 

I 

. /f 

I 


a 


r/j' tl. 


tll 
t ' 


4 * / 

I h 


■'>./, 'A'"' 


I, ■ \ f 


4 ( j 
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ii.2 

par conséquent 

(3i ) I (nr - w) = I ( r' - -n’-) = | (='- C^) = | 

Enfin, en ayant égard à l’équation ( 22 ) ou, ce qui revient au même, à 
la formule 

(32) == 

on tirera de la formule (3i) 

(33) (- (^-^- r ) ir-- 0“') (- r-) (- rO- 


Or, il est facile de s’assurer que, dans le cas où l’on regarde yj, Z, oj 
comme désignant des constantes arbitraires, la formule (33) n'pré- 
sente une intégrale de l’équation ( 28 ) ou ( 29 ). Car on tire de cetto. for¬ 
mule, en la dilférentiant par rapport à æ, y, z ou /, après avoir pris 
les logarithmes des deux membres, 


jr ‘.. 4 ) ' _ I «) 4 j 

w — (x) X- — m — 0 ) — ' 0 - 


T>" î 


2 t. 

■ S 


■ Ç"* ÜJ ~ Cl) ‘ " tr — T- ’ 


par conséquent 

pqrs " xyzt 




2— —J'yzl. 


Si maintenant on veut obtenir l’intégrale générale de l’équation ( 28 ), 
savoir, la valeur de ® qui se réduit pour ^ = t: à une fonction donm'u^ 
î[x,y,z) des trois variables x, y, z, il suffira de poser dans la for¬ 
mule (33) 

puis d’éliminer y], Z devenues variables entre l’équation 


(34) 
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le Bullelia de la Société philomathique de 1819. Cette comparaison 

montre qu’il existe entre les fonctions 


et les fonctions 


a:, g-, 

T, ’l,, iît, 


des relations qui pourraient encore se déduire des principes établis 
clans un Mémoire do M. Jacobi, combinés avec les propositions que 
nous avons obtenues. 


163 . 

Calcul intégral. — Addition aux deux Notes su?- l’intégration, 
d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre. 

C. R., T. XtV, P- S81, i 3 juin 1842. 

Il ne sera pas sans intérêt de comparer les résultats obtenus dans 
ces deux Notes avec ceux qu’ont trouvés MM. .Tacobi et Binet, ainsi 
qu’avec ceux que j’avais trouvés moi-même dès l’année 1819, dans le 
Bulletin de la Société philomathique (janvier et février). 

Étant donnée une équation aux dérivées partielles du premier ordre, 
à un nombre quelconque de variables indépendantes, on peut tou¬ 
jours déduire l’intégrale générale d’une quelconque des intégrales par¬ 
ticulières, que Lagrange appelle solutions complètes, et qui renferment 
autant de constantes arbitraires qu’il y a de variables indépendantes. 
Par suite, on peut se proposer, ou de trouver directement l’intégrale^ 
générale, ou do trouver directement une solution complète quel¬ 
conque, ou enfin de trouver directement une certaine solution qui 
mérite d’être remarquée, et qui renferme seulement les constantes 
arbitraires propres à représenter les valeurs initiales correspondantes 
que l’on attribue aux variables indépendantes dans l’intégration du 
système d’équations différentielles substitué à l’équation proposée. Le 



I A 1 il M r N" itüî. 


j,, ,, - .. ri.- jiü-li-iufiit rt'-Milii dans mon i\l<MU(>ira (U‘ 

J-,, 1. .. .1 .;i . liin- \nti‘ du y > mai diu'nit'r; 1(‘ tfoisiônK'dans 
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) ; ^ 1,., ,j,. , , tii-'..diitioa foiupli'li'<l:ins li's cas parli- 
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seule, deviennent constantes, c’est-à-dire qu’alors l’équation (3) en¬ 
traîne les formules ( 2 ). 

Supposons maintenant que les n — i variables 

,r, J, -, ... 

deviennent fonctions de t et de constantes arbitraires. Les valeurs de 

^ J P ^ ...5. . 9 , 

qui vérifient les formules (i) et (3), pourront elles-inômcs être consi¬ 
dérées comme des fonctions de l et des constantes arbitraires dont il 
s’agit. Désignons, dans cette hypothèse, à l’aide de la caractéristique S, 
une ditférentiation relative à une ou à plusieurs de ces constantes ar¬ 
bitraires, devenues variables, mais variant indépendamment de /. On 
tirera de l’équation (3) 

—pdbx qd^y + .-k- dxàp dy^q dt ôs, 

OU, ce qui revient au même, 

d{Srs — P ôx — q 8y —...) =; dx Sp dy 8q -h. ..-hdi âs — d/j ox — rfy oy —_ 

Or cette dernière équation se réduira simplement à une équation diffé¬ 
rentielle linéaire de la forme 

(4) d(â!n —p 8x — q8y — r8z —.. .)-=0{8r^ — p8x — q 8y — /• â- —. . .)dl, 

si l’on choisit le facteur 0, de manière à vérifier la condition 
__ ( {dp dt — dp) èx 4 - {6q dt — dq) dy + {Or dt — dr) èr ^0 dl ocr 

(a) 1 

( ■+■ dx dp dy dq dz dr + . . . - 1 - dt dx xz <>.. 

D’ailleurs, si l’on nomme 

X, Y, Z, ..., ï, n, P, Q, l\, s 

les dérivées partielles de la fonction 

prises par rapport aux quantités 

X, y, Z, ..., t, XxS, p, g, r, x, 
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qui pourront être censées représenter des valeurs particulières des 

variables 

Tjy, /J>, q, /*, ... 

correspondantes à une valeur donnée t: de la variable et ces inté¬ 
grales elles-mêmes pourront être présentées sous les formes 

îr = ïj, 

(10) ] 

I ® = O, X, Jl = i};, . . . , 

les lettres 

-v. g-, t-, a, a\ ,a, ... 

désignant des fonctions déterminées de a-, y, , l, js, p, q, r, ..., 
qui ne renfermeront aucune des constantes arbitraires, et qui se rédui¬ 
ront respectivement à 

X, y, Z, ..., 57, P, q, r, ..., 

pour la valeur 'u de t, en sorte qu’on aura, pour l — •x, 

. . { x — E, y —-O, ..., ro = û), 

(11) 

{ P ■= O, q !■ =^, - 

Lorsque 

X, y, Z, .... 57, p, q, r, ... 

sont déterminés, en fonction de i et des constantes arbitraires, par les 
formules (8) et (ro), alors, en posant, pour abréger. 



et intégrant la formule (4) considérée comme une équation dilfércn- 
tielle linéaire, on obtient, entre la valeur générale du polynôme 

OüT — pèx — q ôj' — r ^z — ... 

et sa valeur initiale 

ôw — cp (5y] — il/ (5s — . . ., 

correspondante à ^ = t, une relation exprimée par la formule 

{1 3 ) ôgt — pox — q^y — r bz — 


. . . rr::: 0 ( « 5 g) - - 9 o£ — y — tl ( 5 Ç. . . ). 
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Concevons à présent que les équations do condition, c’est-à-dire les 
formules (i4), soient en nombre égal à n. Si l’on en élimine 

c, -n, K-, ■■■, 0 ), ©, X, 

à l’aide des formules (lo), elles se transformeront en n autres équa¬ 
tions 

( 17 ) 3ïL/=;o, 3L = O, - 

qui ne renfermeront plus que 


-, L P-, <7, 

et pourront servir à déterminer 


en fonction de 


ÜT, p, q, r, ... 

ji'. y, Z, ..., l. 


Voyons maintenant dans quels cas les valeurs d(; 


^3 P y *7 J ^ J • • • 3 

ainsi obtenues, et la valeur correspondante de s tirée de ré((uation (i) 
vérifieront la formule (3). 

Pour que les valeurs de 

Æ, y, Z, ..., OT, P, q, r, ..., .v, 

tirées des formules (i) et ( 10 ) et représentées par des fonctions déter¬ 
minées de 

L 0 , K] • • •, w, <p, X, , 

deviennent propres à vérifier les équations ( 17 ), il suffit que, dans ces 
valeurs, les constantes arbitraires 

kl *0, Ç, CO, 9, X, 4 ^, 

cessant d’être indépendantes les unes des autres et de la variable (, 
soient assujetties à vérifier les conditions (i4). Mais alors la valeur du 
polynôme 

drs — P dx — q dy — r dz —... — sdl, 
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supposer ces mêmes variables indépendantes. Or, dans cette supposi¬ 
tion, la formule (t 5) donnera 

(i8) D^u>-=o, D-,)ii)=X> D'm=:']j, .... 

Si, pour fixer les idées, on représente par 

la valeur de co, f(^,y],‘C, . . .) pourra être une fonction quelconque 
de y], ‘C, ..., et les formules (i8) donneront 

...), 

i ffl = Dç f(|, T), Ç,...), 

(' 9 ) 

f 4' — Dç f(?,'0, Ç, ■ • 


Ces dernières formules représenteront, en effet, les intégrales les plus 
générales possibles de l’équation différentielle 

=: œ ôç -1- X ôy) 4^ âÇ -+-.... 
i 

Si l’on y substitue les valeurs de 

I, -n, Ç, w, ç, x> 4’ ••• 

tirées des formules (lo), on obtiendra n autres équations 

—• O, OÏL ziz O, OL O, •.., 

qui représenteront /i intégrales de l’équation (3) jointes à la for¬ 
mule (i). Enfin, si entre ces n autres équations on élimine 

P, q, r, 

on obtiendra une équation définitive 
( 20 ) 3C = o, 

qui renfermera seulement les variables 

y, s, ..., t, sî. 




i:\ 115 \iT N' im. 
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entraînera, pour t — t, toutes les formules (21), desquelles on déduira 
immédiatement les formules (19), en substituant aux lettres 


J J * • •, p) * 7 ? ^ » 


les lettres 


I, -O, Ç, 


«. 9. • 


La même substitution suffira pour déduire la formule (i 5 ) de l’équa¬ 
tion (3) réduite, pour une valeur constante t: de i, à la formule 

dz = P dx -t- q dy r dz . 

Nous avons jusqu’à présent laissé la fonction ï{x,y,z,...), ou la 
valeur initiale de l’inconnue cr, entièrement arbitraire. Si cette valeur 
initiale était réduite à une fonction entièrement déterminée de ct et 
de n constantes arbitraires a, ê, y, ..., l’équation (20) représenterait, 
non plus l’intégrale générale, mais ce que Lagrange appelle une solu¬ 
tion complète de l’équation (/). 

Enfin, au lieu de laisser les constantes arbitraires 

-n, ç, ... 

indépendantes l’une de l’autre, ce qui permet de passer de la for¬ 
mule (i 5 ) aux équations (18), on pourrait réduire séparément à zéro 
chaque terme de l’équation (i 5 ) en posant 

â; = 0 , ôn — o, ôÇ = O, ..., <3w O, 

c’est-à-dire, en supposant 

Y), Ç, ..., t.> 

indépendants des variables 


os, y, Z, ..., l, 7n, p, q, r, - 

Donc les seules équations 

(23) X = ■S = -n, iîrrw 

fourniront des valeurs de 


p, q, r, 
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+.5» 


<jni, étant exprimées en fonction de 

Oi , J'', ^, . . , ^ t 

et (le 

£, •(], Ç, w, 

vérifieront simultanément les équations (i) et ( 3 ), quand on continuera 
(le considérer v], ‘C, co comme propres à représenter des con¬ 
stantes arbitraires. Si, entre les formules ( 23 ), on élimine 

P, q, V, 

on obtiendra une certaine équation 
(o.'l) K = o 

très distincte de la formule (20), et qui représentera, non plus une 
solution complète quelconque de l’équation (r), mais la solution com- 
plèle dont j’ai signalé diverses propriétés remarquables dans la séance 
du 3 mai. Cette solution complète sera encore celle dont l’existence a 
ôté constatée, dans mon Mémoire de 1819, pour les cas particuliers 
traités dans ce Mémoire, et pour tous les cas, dans les Mémoires de 
M. Jacobi et de M. Binet. 

Les calculs ci-dessus développés deviennent plus symétriques lors¬ 
qu’aux divers rapports compris dans la formule (9) on joint le suivant 

-_i'(TTp7nj’ 

qui équivaut lui-même à chacun des autres. Alors aux intégrales ( 10^ 
SC joint une intégrale de la forme 

^ =r Ç, 

rS étant une fonction déterminée de s, etç une constante arbitraire liée 
avec les autres par la formule 

Observons encore que l’on pourrait réduire à une constante donnée 
et non arbitraire, non plus la valeur particulière t de t, mais la valeui 
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particulière de l’une quelconque des autres variables indépendantes, 
ou même de l’inconnue nr, ou bien encore d’une autre variable liée à 

Xy y, Z J . • ., C ^ 

par une équation donnée. Dans ces diverses hypothèses, en opérant 
toujours de la même manière, onobtiendrait,aulieudolaformule(i 3 ), 
d’autres formulas qui seraient toutes comprises, comme cas particu¬ 
liers, dans la suivante : 

( OBJ — P Sx — g Sy — J'Sz —... — soi 
( 23 ) 

( — (0 S^ — j^o-r} — oÇ —... — çdz). 

Dans l’équation ( 25 ), tout comme dans l’équation (i 3 ), on peut sup¬ 
poser à volonté que le signe â indique des différentiations relatives, 
soit à tout le système des constantes arbitraires, soit à une partie de 
ce système. D’ailleurs, si, w, o, y, (j;, ... étant fonctions de y], .... 

la formule (i 3 ) se trouve une fois démontrée pour le cas où l’on fait 
varier une seule des quantités 

-n, ç, ..., 

elle se trouvera démontrée, par cela même, pour le cas où l’on fera 
varier toutes ces quantités simultanément. Cette simple observation 
suffit pour prouver que la formule (i 3 ) est une conséquence immédiate 
des équations établies dans le Bulletin de la Société philomathique 
(année 1819, pages i 3 et 18). 

La formule ( 4 ) avait été donnée par M. Pfaff. En intégrant cette for¬ 
mule, on obtient l’équation (i 3 ), qui est digne de remarque, et qui se 
tire immédiatement, comme on vient de le voir, des formules com¬ 
prises dans mon Mémoire de 1819. La formule (i 3 ) elle-même a été 
obtenue par M. Binet. Enfin, une formule analogue à l’équation (i 3 ), 
et à laquelle on parvient, en posant, dans l’équation (21), 

savoir 


( 26 ) 


— (p -f- q oy + /' (j.3 -j- s St) 

= — ©(9 4- . .-1- 
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il l'ti' iliiiiiicc |);n’ M. Jiiciihi. I,(‘s priiicipali's dilïërencos qui oxislonl 
ciitri' 1 iiiialvsi' ilunt j’ai lail iisaf-c dans In Alnnioirn de i8t(), c(, les 
raliMtls luuplovi's par M.M. .laridii ri Biiud,, ronsislriU : i" en ce que je 
Iiir .suis servi de ia i'oruiulr ( T!'), ru siqiposaat succi'ssiveincut la carac- 
trrisliqur o rrlalivi* à cliaruut' des r((asl.anl,es iirhitraires rj,‘C, ... 
piiur ('dahlir rrquatina (•.loU (aiidis ({ne 1\IM. .lar.idii eL Binet sr son! 
servis, l’iiii d(‘ la rurniale (•.>.(;), l’aalre di' la lorriude (i3), pour établir 
1 equaliua , .Ajoiilons qui* dans la Noli' di' iM. Binet, eoinaie dans 
les ealiMils ijiii prèei-deul, les diUërenlialions sont ridatives au syslènie 
en(i<'r des eonslaiites arbitrairi's, (aiidis ijiie dans mon Mémoire de 
iKk) elles se rappurlaient, pour (dia(|ue rorinnb', à une seule des eon- 
slantes arbitraires 

ri, r. 


l'inlin, dans mon Mémoire de iHk), les eonslaules arbitraires (jui repré- 
senletil les valeurs initiales di's divi'rsi's variabb's étaient, comme on 
vient eneoi’e de te l'aire, immédialiMiient introduites dans les calculs, 
et non substituées à d'antres eonstanti's, comme dans les Mémoiri's 
lies deiiv j^éoini’tres dont il s’agit. 

Kii 

(‘,\i,e,i i. iMiaaivi.. Mniitiirr sttr ! des (•qiKftion.'i siDiidlanèrs 

tiii.f d('n\r<‘s- ixirliclirs. 

U., T. \IV. |i. St)i II'! juin iS.'i'.'. I. 

Kn augmentant te nombri* des incouniu's dans un système d’eijiia- 
tions diflérenlielles, ou aux dérivées partielb's, d’un ordre quelconque, 
on peut toujours ramener l’intégration de ce systîune a cidle d’un auli’c 
systi’tue d'équations du [iremier ordre. On coneoit donc que le Calcul 
intéj^ral aux dillérences partiidb's peut etre réduit a I inlep;ration 

.'■tS 


OEuvtrt t/f* i\ 


S. I. î. \ 1 . 
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d’équations simultanées aux dérivées partielles du premier ordre. En 
cherchant les moyens d’effectuer cette dernière intégration, je suis 
parvenu à des résultats qui me paraissent dignes de quelque intérêt, 
et que je vais indiquer en peu de mots. 

On sait que l’intégration d’une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre, lorsque cette équation est linéaire par rapport à l’in¬ 
connue et à ses dérivées, ou même seulement par rapport aux dérivées 
de l’inconnue, peut se réduire à l’intégration d’un système d’équations 
différentielles. Je trouve , qu’on peut en dire autant d’un système 
d’équations aux dérivées partielles du premier ordre, lorsque ces équa¬ 
tions, étant linéaires par rapport aux dérivées des inconnues, peuvent 
servira exprimer des fonctions linéaires semblables des dérivées de la 
première, de la seconde, de la troisième, etc. inconnue, à l’aide des 
diverses inconnues et des variables indépendantes. D’ailleurs, dans 
chaque fonction linéaire, le coefficient de chaque dérivée peut être une 
fonction quelconque de toutes les variables. 

Lorsque des équations simultanées aux dérivées partielles du pre¬ 
mier ordre ne sont pas linéaires, on peut toujours ramener leur inté¬ 
gration à celle d’un système d’équations auxiliaires aux dérivées par¬ 
tielles du premier ordre, qui soient linéaires au moins par rapport aux 
dérivées des inconnues, et qui offrent pour variables indépendantes 
toutes les variables comprises dans les équations données. Les équa¬ 
tions auxiliaires étant intégrées, l’intégration des équations données 
sera réduite à celle d’un système d’équations différentielles. 

Enfin on sait que l’intégrale générale d’une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre peut se déduire immédiatement d’une in¬ 
tégrale particulière qui renferme autant de constantes arbitraires qu’il 
y a de variables indépendantes. On peut démontrer pareillement que 
les intégrales générales d’un système d’équations aux dérivées par¬ 
tielles du premier ordre peuvent se déduire immédiatement d’un sys¬ 
tème d’intégrales particulières dont chacune renferme autant de con¬ 
stantes arbitraires qu’il y a de variables indépendantes, chacune des 
constantes étant renfermée dans une seule de ces équations. Dans un 
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procluun article, je développerai les diverses propositions que je viens 
d’énoncer. 


165 . 

(kl.cuL INTÉGRAI.. — Remarques diverses sur Vintégralion des équalions 
aux dérivées partielles du premier ordre. 

G. IG, T. XÏV, p. 952 (20 juin 1842'). 

Dans la séance précédente, j’ai rappelé la méthode dont je m’étais 
servi en 1819 [Ihdlctin de la Société philomathique) pour intégrer com- 
l)lèt(‘.me,n( les é({uations aux dérivées partielles du premier ordre, quel 
(jue (‘ù( d’ailleurs le nombre des variables indépendantes, et j’ai com¬ 
paré cette méthode à celles qui ont été données depuis cette époque 
|)ar M. .lacohi (d, par M. Binet. Il m’a semblé utile d’examiner s’il ne 
serait pas possible d’apprujuer à ces mêmes équations la méthode dont 
Lagrange et Cbarpit ont fait usage, de manière à lever les difficultés 
(|U(‘ cette application semblait présenter au premier abord. Tel est 
l’objet de la présente Note. En approfondissant le sujet, je suis par¬ 
venu, non seulement à faire disparaître les difficultés dont il s’agit, 
mais (mcore à déduire de mon analyse quelques propositions nou¬ 
velles, et en particulier la suivante. 

Supposons que l’équation donnée renferme, avec les variables indé¬ 
pendantes 

dont l’une i peut représenter le temps, une inconnue nr, et ses déri¬ 
vées partielles du premier ordre 

P, cp r, ..., .V 

relatives aux diverses variables indépendantes. Si les équations diffé¬ 
rentielles, que l’on substitue à cette équation aux dérivées partielles, 
sont intégrées, et si le système de leurs intégrales générales est décom- 
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posé en deux autres systèmes qui offrent l’espectivement : i" les va¬ 
leurs initiales à&x, y, z-, 2° les valeurs initiales des dérivées p, q, 

r, ..., et do l’inconnue cr, exprimées en fonction de 

J', y, 3, C rs, P, r/, r, 

on obtiendra une solution complète de l’équation aux dérivées par¬ 
tielles, non seulement en supposant les valeurs des dérivées p, q, 
r, ... déterminées en fonction de x, r, ..., i,xz par le premier sys¬ 
tème d’intégrales générales, mais encore en supposant, avant cette 
détermination, une ou plusieurs intégrales du premier système rem¬ 
placées par une ou plusieurs intégrales correspondantes du second 
système, savoir, l’intégrale qui renferme la valeur initiale de x, par 
l’intégrale qui renferme la valeur initiale de la dérivée relative à x ; 
l’intégrale qui renferme la valeur initiale de j, par l’intégrale qui ren¬ 
ferme la valeur initiale de la dérivée relative àj, etc. D’ailleurs, les 
valeurs p, q, r, ... étant une fois déterminées en fonction de x,y, 
Z, ..., L, xz, on pourra, dans tous les cas, en déduire celle de s, à l’aide 
de l’équation donnée, puis celle de cj, en intégrant la formule 

chs = p dx q dy r dz s dt. 
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Calcul intégral. — Mémoire sur les équations linéaires simultanées 
aux dérivées partielles du premier ordre. 


(i. R., T. XIV, p. 953 (20 juin 1842). 

Suivant une remarque énoncée dans mon dernier Mémoire, et plus 
anciennement dans un article de M. Jacobi que renferme le deuxième 
Volume du Journal de Crelle, on peut toujours intégrer des équations 
linéaires simultanées aux dérivées partielles du premier ordre, lorsque 
ces équations fournissent les valeurs de fonctions linéaires semblables 
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/i()l 

tirs «irrÎMHK drs (livi^rsrs iiH'onnut^s. Üîuis cc. nouveau Mémoire, je 
(‘uîîHiilérr Ir v;ï< général oiî cl(‘s é([uafions linéaires siïuultanées ne 
salisliuit plus à la iumiliîion ijue je vituis d(‘ rappelm*, el je prouve 
qii’alui’N üiéîue fUî ptuü souvent î’éduire hoir inté^Talion à celle d’un 
>\s!èîiie d*et|îi:ilioas diilereurHdhss. .rindi<|ue. les (‘ondiiions ([ui doi¬ 
vent éfï'e remplies ptHir cjiie e<dU' réduction soit, possihh^ (‘t des irans- 
turniulioîe- reinarijualdes que piunauil suhii* l(‘s éijuaiions données, 
ilaiiN le oii qiicdcjues-unes seulement dv (‘es conditions s(5 vériii(uU. 
Mnüiî je îiiniiîre eomnuuit h's p!‘in(‘ipt‘s établis dans (‘(^ nouvmui Mé- 
îiifure peinent efia» eUuidus (*t appli<|ués a ririlé^’ralion d’é([uations 
imn liueairi*'^*. 


tnîoii i\îîm;vL. sur //// ihvorvnie fondanwnlaL 

JdfiS ir iulv^ntl. 


C. H.. T. \IV, p. orH» ljuin i8 e>. ). 


Halls la t!ieori(‘ d(*s éijuations, h‘s |^u'‘omîdr(‘s ont av(‘e, raison consi- 
i!i*re comme fomlammitah» la qm‘srmn d(‘ savoir si touin éaïualion a une 
raeiiitu IbireillemeuH dans Ir tialeiil intéj^ral, une (1(‘S ()uesl,ions les 
plti*'» importaiit(*N, uni* (|U(‘stion fondanumtahs (*onsisl(‘, (wid(unment a 
sa\oir si toute équation dillenmliidti" on aux dmdvcu^s partiidhes pimt 
être iitl(*î^ree, et si ult svstmm* d(‘ siuuldahb's (‘'(juat.mus piuii l cd,n 
pareillement C ce (jiii a droit d(‘ nous surpïrndn‘. au pnunim’abord, 
r*es| qmu mal-re lt‘s nomlirmix travaux d(‘s {•'éométres sur le Calcul 
inle-ral. celte (jiiesîioii si importaiit(‘ ne se trouve^. null(‘- part résolue 
dans toute sa -éneralite. A la vérité, ri^xistenca* des inlét^rales ^'émV 


rales des eijiîalioiis difTerenliell(‘s, (jui nmlerimmi un(‘ semb^ variable 
îiidiqHUiilanltu se trouve maiîiUmaiif étaldie par deux métbodes diverses 
que j'ai données, la prmniiu't* dans îim‘S Levons a 1 hcob‘ Polyliu'Jmique, 
la seeoïide dans lia Mémoire lithographié d(‘ iHdfi. A la vérité encore, 
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l’existence des intégrales générales des équations aux dérivées par¬ 
tielles se trouve établie dans certains cas où l’on parvient à intégrer 
ces équations, par exemple lorsqu’elles se réduisent, soit à une seule 
équation du premier ordre, soit à des équations linéaires dans les¬ 
quelles les coefficients des inconnues et de leurs dérivées demeurent 
constants. Mais un système quelconque d’équations différentielles ou 
aux dérivées partielles admet-il toujours un système correspondant 
d’intégrales générales? Tel est le problème dont la solution m’a paru 
digne de l’attention des géomètres. Cette solution repose sur des consi¬ 
dérations que je vais indiquer en quelques mots. 

Depuis longtemps les géomètres, en supposant, sans le démontrer, 
que toute équation différentielle ou aux dérivées partielles admet une 
intégrale générale, ont regardé la formule de Taylor comme un moyen 
de développer cette intégrale en une série ordonnée suivant les puis¬ 
sances ascendantes et entières d’un accroissement i attribué à une 
variable indépendante t, qui peut être censée représenter le temps. 
D’ailleurs, à l’aide d’un théorème général que j’ai donné en i 83 i, et 
qui est relatif au développement des fonctions, on peut s’assurer que, 
dans le cas où la série obtenue est convergente, la somme de cette 
série vérifie, comme intégrale, l’équation différentielle ou aux dérivées 
partielles, au moins pour des valeurs numériques ou pour des modules 
de l’accroissement i qui ne dépassent pas une limite fixe. J 1 y a plus, la 
même remarque est applicable aux sommes des séries que l’on obtient, 
lorsqu’on admettant l’existence des intégrales générales d’un système 
d’équations différentielles ou aux dérivées partielles, on cherche à 
développer ces intégrales par la formule de Taylor. Mais, dans tous les 
cas, il restait à démontrer que les séries obtenues étaient convergentes, 
du moins pour des modules de i suffisamment petits. Or ce but peut 
être atteint à l’aide d’un théorème fondamental qui détermine, non 
seulement une limite en deçà de laquelle le module de i peut varier 
arbitrairement sans que les séries obtenues cessent d’être convergentes, 
mais encore une limite de l’erreur que l’on commeten arrêtant chaque 
développement après un certain nombre de termes. La démonstration 
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i!r r(* îluMiîTiut^ loiulauu^iUal la^poscs coinnu^ on !(“. verra ci-après, sur 
les principes du uuuvtsui (‘uhuîl (pu‘ j'ai uonuné calcul des lini'ucs. el 
sur lui arfitic(‘ il'aualyst^ qui peut re(‘(‘vuir de. uoinl)r(‘Uses el utiles 
applîi’alituis. 

\n\lvsï-:. 

Sur icK fiCHiiiics i/r.s' J'ttticiiafis ci sur les ii/uiies de ('es modules. 
(lonsidéruus ii'aliurd uu<‘ seule ruîH'tiou 


U fi 


dt* diverses variahh*: 


J-, , .1, .... /; 

aîlrilnuuis a eus varialdi‘s des aecruisscuiuuits iina}i;iuaires 

J . i » V. .. ., i 

duîiî h\s modules, reprêseïitès par 

\, \, /,, ...» U 

soïeiit Ifdleiueîit (dïoisis cpu% pour ch‘S ineiut‘S înodul(‘S, ou |)oin d(‘s 
modules plus petits, r('\pressi«Hi 

/'./*? .r, ^ ^ I . ' • ' ^ ^ ^ I 

•este Idacîioü i’ouliuue dtes ar^uuueiits et d(‘S motlules d(‘,s a(‘(‘roisse- 


n 


meiils unaguraires 






eutîli s«dî 

M. . r, .r i ;./ I /) 

le jiliiH i^raïui des uioduh'S ([ii(‘ |)tiiss(' a('(iii(“i'ir 1 (ixpression 
f /■ 1 ‘ . . \ t ]. 

({nanti tni > i'ai« varitn- lt‘S ar^îiiiianilH <U‘S aiTrmsstMncnls iniaj'inaircs 

.(•, V, =. t-. 

JaiH^aut IfUfH latHluln. invanublt-.s. On aura, tl’apràs les prineipes 
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du calcul des limites, non seulement 

mocl/(.r, J, x:, 

mais encore 

(2) modDi,D™...Df/(x,7, 0, • • •, O < N , 

la valeur de N étant 

N = (l . 2 . . ./) (l . 2 . . - ■ •(' - S- • •«)• 

D’autre part, si la fonction u = f{oc, y,z~,i) devient réciproque¬ 
ment proportionnelle à chacune des variables 

.2”, J'-) Z J • - • 5 

c’est-à-dire si l’on pose 

y, Z, , l) = ax-^ y-'z-K ..t-\ 

a désignant une quantité constante, on en conclura 

(3) Di.D;'.C . .D?/(x', 7, O = 

et, si dans le second membre de la formule ( 3 ) on remplace 


par 


y, 


II 


■X, 


Z, 




on retrouvera évidemment le second membre de la formule (2). En 
conséquence, on peut énoncer généralement la proposition suivante : 

Théorème I. — Concevons que, dans une fonction donnée de diverses 
variables 

X, 7, , t, 

on attribue à ces variables des accroissements imaginaires dont les modules 


X, y, Z, ..., 1 

soient tels que, pour ces modules et pour des modules plus petits, la fonction 
reste continue par rapport aux arguments et aux modules des accroisse¬ 
ments imaginaires dont il s agit. Soit d'ailleurs v le plus grand des modules 
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h (?;> 

tii iii Ji/üî rtirrt'spunilt'Fii iHiulidcs 

X. >, /. ».., 1 

t/r V i/riYViiVu///r7i/.v. Sî, iivtinî tlt faire rrattrr 1rs rarialtlrs 

s#/i /v7///f ani ni/ piiiMi ms Jois Itt Jiaaitafi (lafuicr p((r rappofi ù une 
ifU è! pliiMi’urs tir t'r\ i'tirniiilrs, fai oi^ia'adra maalrrtrrr d aa r(ai(tia o/yZ/t; 
0 i, pi ait iriiîi\ t r im* Imnii Miperiran' an mada/r dr rvttr drrkrts il sa f/ira : 
ili tf'dain iti Jiaaiiufi fimait'r a an pradaii dr la farna’ 


-* d^ i-iiirtilt i\ pnîîi' rr ras ptiriiriihf 7 \ la ralt^iu' df' la drrivr(\ rl d'v /vv//- 
pitié t i' /e pi‘iitliiii a ti i * * rA. . . / * par \, n//, rr rpii nvirai a a tnraar 

la emisinait it par /# pîatlitîi \ a) ", . . / » pms l('s rariahlrs 


piti \ fiiiidtilt \ 


î, J. .... / 


\, ) /, .... I, 


pii\ f /iiit'iia a^ f r /r Mipa 

F.i |irMjiu-.ifiiiii i|iir liiftts iTiiablir rnlrainr iüuür(lia((‘m(‘nl Ir 

îiiriirrïiïi' fuiitl.iîHi'îtIal ibuti \oîri TrîiiHirr : 

rili ilîll Ml II. 

. I ^ l . la F^ - - 

if % iuaif\ il aiit \t nr fi/>/r/i/irr salva/if li\^ paissaarrs asrfaidaalrs 

d'tifi* i'f ritiifii itiiitildf il ri rtaii'i'\ tai\ipa\ dans rdir srra\ 1rs rmfjtnrfils 

I . F. I,. . . . 

H diiist ni II itt s ptil\ nmtii \ rmapaMw dt* irraa^s danl (diariui soU Itpa'o- 
tJiiil #/ I//I inanlifi rtinxiiHii nîi phî^ i^mmilraa'fii d a/a* (’aas//(/iir posa/rr 
piir If i ilrriii il*' i/n r rs ta'iirr\ tlt^ thvf'rsf's fa/aiams 


« . I , . 


â() 


î a i i" î >i'r I 


\ I, I \l 
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ou même par des puissances de ces dérivées. Soient d’ailleurs 


y-i • • • J ^ 

les, variables qui entrent dans les fonctions u, w, .. , ; soient encore 

X, y, Z, t 

les modales d’accroissements imaginaires attribués à ces variables, et telle¬ 
ment choisis que, pour ces modules ou pour des modules plus petits, les 
fonctions, modifiées en vertu de ces accroissements, restent continues par 
rapport aux arguments et aux modules des accroissements dont il s agit. 
Enfin soient 

•C, J, y , 

les plus grands modules des fonctions u, r, w, .. . coiTespondants aux mo¬ 
dules X, y, Z, ... des accroissements imaginaires des i^ariables. Pour obtenir 
des quantités positives 

respectivement supérieures aux modules des coefficients 

II) ïgî • • • J 

il suffira de calculer ces coefficients dans le cas particulier ou chacune des 
fonctions u, v, vc, ... devient le rapport d’un facteur constant 

a, ou a', ou cd, 

au produit des variables quelle renferme, puis d’attribuer aux variables 


et aux constantes 


X, y, Z, 

a, a\ o!^ ^ 


les valeurs déterminées par le système des formules 

( .... 
Corollaire L — Nommons i le module de i. Si la série 


( 6 ) ... 

est convergente, on pourra en dire autant à plus forte raison de la 
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^1 . ilaii.s h)[)othi‘St‘, 

' " • S I„ ‘ Ijl ! ij/-' { ... 

r| 

^ I I . . . . 

M. jiiiiir i*alni!i*r \vs ^niiuiit*N S v\ s, on arrtMi* les (l(‘ux sériels après un 
iiifîiH* iiiiîiihre de ttuaues, ie r(‘sî(‘ de la sérîc^ (4) ollVira évidcnnnunil 
îiii îiiiHiule îiiturtetî!' ail reste (MirresjHUHluüt d(‘ la sér'u^ ((>). D’ailhuirs, 
M la Mtîiinit* jH'ii! être jiresiuitee sens une (druie iiniis (dl(‘ pourra 
ideiiiiîieîif m* dedîiire ddiîie valeur parti(*ulièr(‘ (h‘ la somme S, par 
rartiîief île eateid qui mu 1 it transformer I,, mi et par la substiiu- 
liîiît tlîî iiuhIîîIi» » a la \arialdt* i, 

I iiiiiiifurr II. Les \aleurs des immnniHss (]ui doivmit vérilier di‘s 
erjiîatuuiH dtliVretiftelles oii au\ tlêri\ees parliidlt^s s(‘ déYidop[>enf, par 
la fHrtiiide de Ia\lor ou de .\Iae!auriu. mi smâes prta'ismmml smn- 
lîlaldt^s a la seris* "i . iLiîie les priiudpes que nous vmions d’établir 
s‘a|ijdiqtiiuiî a rîii!e*^u*atîon de eues équations par séri(‘S» et, lumr d(‘- 
iiioiitrer ri‘\iH|eiiee di* leurs intégrales géuérabes dans tous h‘s eas, il 
suffit ddfili'grer ws eqiiatifuis flans le eas parlitudier oii (*ba(Uin(‘ <bes 
ioiis qtii fornieiit leurs seimiids nnuidires dt'vimü laudiproqurniumt 
|iri»porîionindb* aii\ quantités variaides ilmit cdb‘ diquuul. (‘sl e(‘ (|(ie 
iîOîiH t*\pIiqiieroii> jdiîs tut tietail dans les proehaiiues S(‘an(*(‘S, 


fim, 

\\M\si uiilimunu I. -\o/e sur vtritiines so/altons co/NpIr/rs d une 

apmiiiiu tifi.r tlrnvws puriu’llrs du pnunter ordre. 

i: Il , r \IV. U omI; I jüia jH-v-U. 

Soit donnée, entre u variables indépemlaates 
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et l’inconnue cj, l’équation aux dérivées partielles du premier ordre 

(i) F(x, ...,.i) = o, 

dans laquelle on a 

/)=;Dxïït, (7 = DySy, /-^DjOT, s=:D/sy. 

Si les équations différentielles, que l’on substitue à cette équation aux 
dérivées partielles, sont intégrées de manière que, pour / = t, on ait 

= / = —Ç, 5 J = M, P-—Cf), '7=X> 

les intégrales obtenues pourront être présentées sous la forme 

js = ç, .... a — û), 

.'(l . . . , 

A-, .y, ü, y?, al, ... désignant des fonctions de 

.r, /, J, ..., t, rs, P, q, r, ... 
qui ne renfermeront aucune des constantes arbitraires 
-O, K, ..., W, z> 

et si, en supposant que ces constantes arbitraires deviennent variables, 
on désigne, avec M. Binet, par la caractéristique o une différentiation 
relative à leur système, on pourra, comme j’en ai fait la remarque ( ' ), 
ramener l’intégration de l’équation (r), ou, ce qui revient au même, 
l’intégration de l’équation différentielle 

( .3 ) dm — P dx + q dy r dz s dt., 

dans laquelle les 2.n h- i variables 

œ, y, Z, ..., l, m, p, q, r, .... 

sont liées entre elles par la formule (i), à l’intégration de l’écfuation 
différentielle 

(4) (5w = ç + •/ âï) A- âÇ -t- .. ., 


I — 9, X> 


(•) Œuvres de Cauchy, S. I, T. VI, p. .tSi. Extrait n° 163. 
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qui ne renferme plus que 2/1 — 1 variables 

Y), Ç, M, a, x> 4'» 
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Or on vérifie évidemment l’équation ( 4 ) en supposant constantes, ou 
les quantités 

(5) VI, Ç, CO, 


ou les quantités 

( 6 ) 9 , X, 4> •••> ta —9^ —XV] —i};? — ...; 

OU bien encore en supposant constantes l’une des deux quantités o, 
avec Tune des deux quantités v], y , avec l’une des deux quantités t, 
'ji, en même temps que l’expression à laquelle se réduit le po¬ 
lynôme 

û> — 9 ^ — xn — 4? — • • • 


lorsque, parmi les termes négatifs 

— 9^> ■~ 4 Ç> 


on conserve seulement ceux dans lesquels les premiers facteurs sont 
considérés comme constants. Cette simple observation fournit immé¬ 
diatement, et sans aucune intégration nouvelle, les diverses solutions 
complètes dont j’ai parlé dans la Note que renferme le Comj)ie rendu 
de la dernière séance. Ainsi, en particulier, il en résulte que l’on 
obtiendra une solution complète en supposant les valeurs de 1 incon¬ 
nue w et de scs dérivées p,q,r, ... déterminées, soit par le système des 
équations (i), soit par le système des suivantes 


= 4 » 


Q _ çf.v, _ 


(7) d'=:9, 

ffl, y, cj;,..., U désignant des constantes arbitraires. Plus généralement, 
on obtiendra une solution complète, si l’on suppose les valeurs de tô. 
p, q,r, ... déterminées par l’une des équations 
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jointe à l’une des équations 

puis à l’une des équations 

t' = Ç, i(l = i|;, 

et enfin à l’équation 

Q - _ t) _ _ -fl) _ _ Ç)... = consl., 

et si dans ces diverses équations on considère chacune des letli-es 

'O, ç, <p, X, 4^, ••• 

comme représentant une constante arhitraire. 
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